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ATTRACTION 



D'UN ELLIPSOÏDE HOMOGÈNE 



OU 



COMPOSÉ DE COUCHES HOMOGÈNES SUR UN POINT EXTÉRIEUR; 



PAR M. A. LEGOUX. 



On connaît plusieurs méthodes pour calculer l'attraction d'un ellipsoïde 
homogène sur un point extérieur ^ // . • 

La suivante, extraite en grande partie d'un article publié par M. Percival 
Frost, d'après les inspirations de MM. Gayley et Adams (^Quarterly Jour- 
nal of MathematicSy t. XVII) et complétée par une démonstration de 
Chasles {^Comptes rendus, t. VI, i838), me paraît surpasser toutes les 
autres par son élégance et sa simplicité. Elle conduit sans effectuer aucune 
intégration aux quadratures qui expriment les composantes de l'attraction 
sur un point donné extérieur à Tellipsoïde. 

Attraction d'une couche infiniment mince. — Soit à calculer l'attraction 
exercée par une couche ellipsoïdale comprise entre les deux surfaces ellipsoï- 
dales homothétiques et concentriques dont les axes sont, pour la })remière, 
a, 6, c; pour la seconde, a(i -t- X), ^(i -h X), c(i-+-X). Soient P(/,«^, //) 
le point attiré, O un point situé à Tintérieur de la couche et dont les coor- 
données sont/', g'^ h\ Imaginons un cône infiniment petit de sommet O 
et dont l'angle solide est co. Ce cône découpe dans la couche deux éléments 
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A. LEGOUX, 



de masse dont Texpression sera cor^ Sr et wr'^ 8r', en supposant la densité 
égale à l'unité et appelant r et r' les longueurs OR et OR' des génératrices 
des deux cônes de sommet O. 

On sait que les segments interceptés entre les deux couches sur une même 

Fig. I. 




droite sont égaux; donc 8r = Sr'. L'attraction exercée par le premier élé- 
ment sur le point P sera proportionnelle à — j— > celle exercée parle second 

sera proportionnelle à — ji — > en posant PR = p, PR'= p'. Soient PC et 



PC les valeurs de ces attractions; décomposons chacune d'elles en deux 
parties, l'une dirigée suivant PO, l'autre suivant une parallèle à RK'. Soient 
PA et PA' les premières composantes, PB et PB' les secondes; on aura 



P\ = 



VB = 



or' 


dr 


PO 


p' 


\ 


/• 


wr' 


èr 





PA' = 



PB' = 



(^r"dr' PO 



,'» 



P* f" 
w r" dr' 



I y 



P* P* 

Le point O étant assujetti à la seule condition d'être placé à l'intérieur 
de la couche, cherchons à déterminer sa position de manière que la résul- 
tante des deux forces attractives PC et PC soit dirigée suivant PO, c'est- 
à-dire de telle sorte que l'on ait PB = PB'; ou bien, puisque Sr = 8r', do 

telle façon que - = -7. 

9 9^ 

Soient /, m, n les cosinus directeurs de OR, les coordonnées de R seront 
/'"*" ^^5 ë'"^ ^^'i ^'"^ '^^'î mais, le point R étant sur l'ellipsoïde a, 6, c, on 
aura, cet ellipsoïde étant rapporté à ses axes principaux, 

_ {f'+lry {g'-\-mry {h'-hnry 

I — r -T- 7-: -t- : • 



a' 



b* 



ATTRACTION d'uN ELLIPSOÏDE HOMOGÈNE. A. 7 

On a aussi 

Multiplions la première équation par une indéterminée et ajoutons-les 
membre à membre, 

p«+ Q = (/—/'- /r)*-+- {g - g'— mry^ (h - /i'- nry 
(f^lrye {g'-¥mryQ {h'-hnryO 



a} b^ c 



i 



Cherchons à profiter de l'indétermination des quatre quantités/', g'^ h\ 
ô de façon que l'équation précédente se réduise à la forme 

Il suffit, pour cela, que l'on puisse déterminer/', g' ^ K et de façon que 
les équations de condition suivantes soient satisfaites simultanément : 

Q^^f^fy^(g-g'Y^(h-hy-+{L^^§^-^-~y, 



f-f'^f g-g' _g h^h! 



> — 7» — — r:* 



*"a«' ~6«' B ~c 



\ 



La dernière ligne peut être écrite 

/-/_ / g-g' _ g h-^h 



y — 7. — — TT" — m 



Substituons dans la première; il vient, toutes réductions faites, 

p g^ h} _ 

Cette équation détermine ô, et, 6 étant connu, les trois équations précé- 
dentes donnent/', g\ h\ 

On remarque que n'est autre chose que le paramètre définissant les 
trois surfaces du second degré homofocales à l'ellipsoïde (a, 6, c) et passant 
par le point P. 

Supposons a < 6 < c, l'équation (i) a une racine positive qui correspond 
à l'ellipsoïde homofocal et deux racines négatives. Nous prendrons la valeur 
positive de 0. 



A. 8 A. LEGOUX. 



L'expression de - ne dépend plus que des cosinus directeurs /, m^ ^^ ol, 



comme ces quantités n'y entrent que par leurs carrés, ^ aura la même valeur 



r 

P 

(lue S- 



On peut écrire la valeur de ^ de la manière suivante : 

Cl) ^ — ' ^ 



/•- a» b^ c* 



a^-^0 ô^-h9 c^-hO 



r r' 



D'après la forme de cette expression, on voit que - ou — peut être consi- 

P P 

déré géométriquement comme le rayon central d'un ellipsoïde dont les 

demi-axes principaux seraient > ,. , ■ 

^ ^ \/a'-\-0 v^^*-+-^ s/c*'-hO 

l)n calcul très simple donne 



fri 



i p 

(3) 0I> = -, enposanl _ = —^ + _^,^ ^^^ . ^^,^ ^^^, 

cos(OP.X) = >:^' = ^^. 

(4) ^cos(OP,Y)=^Ç^, 

cos(OP,Z) =^^; 

( ^»^ •'•' ■+- ^^ I = ^ -4- " -I — I 

« 

Les formules (4) montrent que PO est normale à l'ellipsoïde liomofocal à 
(a^r) passant par P et les formules (5) que le point O est situé dans le 
plan polaire de P relativement à l'ellipsoïde (abc). 

Le point O étant ainsi déterminé, il nous reste à calculer la somme des 
attractions PA et PA' dirigées suivant PO, et ensuite la somme de toutes 
les valeurs pareilles correspondant aux divers couples d'éléments que Ton 
obtient en faisant tourner autour de O le double cône infiniment petit, de 
façon à embrasser le volume tout entier de la couche ellipsoïdale. 

On a 



r^èr OP wr'»3r'0P m/'^O /6r , dr' \ w/»& , 



PA4-PA' - --3 1 r. r =■ -j— ( — "^ — 



pv 



ÔL( /•/•'); 



ATTRACTION D'UN ELLIPSOÏDE HOMOGÈNE. A.C) 

/• et /•' sont les racines de Téquation du second degré 



_■» 



on a, par suite, 

, _ Zl' _ ^' _ ^' 

rt' &» c> 

a^ b^ c» 

Le point {f\g'ih') étant à Tintérieur de Tellipsoïde (a,b^c)y le second 
membre est positif et représente la valeur numéricjue du produit. 

Désignons par Sa, Sô, 8c les variations des demi-axes de Tellipsoïde 
lorsqu'on passe de la surface interne à la surface externe, nous aurons 

Remarquons que, si A, B, C sont trois quantités ne dépendant pas de a, 
6, c, on a 

lin calcul simple donne immédiatement 

L'expression de la force attractive sera donc, suivant PO, 

2>./?coR% en posant -=:— zziR. 

P P 

Les composantes, suivant les axes de rdlipsoïde, seront 

Suivant OX 2>./>ojR» cos(OP,X) = ^^, awU^ 

Suivant OY 2>./;coll' cos(OP, Y) = ^^^ 2wU' 

Suivant OZ 2>./?coU^cos(OP, Z) =zll^^2(»AV 

Ces valeurs des composantes de la force attractive élémentaire ont été 
trouvées par Chasles, sous cette forme, par une méthode purement géomé- 
trique, mais un peu plus compliquée que la précédente. 

in. — Fac. de T, A. 2 



A.IO A. LEGOUX. 

Le point O ayant été déterminé, si Ton fait tourner le double cône ayant 
pour sommet ce point de façon à comprendre toute la couche ellipsoïdale, 
les attractions correspondant à chaque couple d'éléments seront toutes 
dirigées suivant PO; les composantes de toutes ces attractions suivant les 
axes seront 

Suivant OX .^iFlL^^r^R^ 

0-\- a^ 

Suivant OY ^^^, l2(syR^ 

Suivant OZ ^^^ la wR» 

le signe £ s'étendant à toute la masse de la couche. II est aisé d'évaluer cette 
somme, en se rappelant que R représente le rayon vecteur central d'un 

ellipsoïde dont les demi-axes sont-=^=> > , d'après l'équa- 

^ s/à^-^-e \^b^-^e \Jc^-^Q ^ * 

tion (2). 

Le volume d'un pareil ellipsoïde est égal, d'une part, à 

et, d'autre part, à 



4 abc 

5 v^(^«-h0)(6*-f-Ô)(c«-f-6>y 



d'où l'on tire 



^'Tzabc 






Les composantes de l'attraction de la couche ellipsoïdale sur le point 
extérieur P seront donc, en posant, pour abréger l'écriture, 6 4- a^ = aj, 

o . * rwv ^P'f ^T^abc , Art abc p^f 

Suivant OX -^^ — ou ^n 7 — ^ 

rtj a^biCi a aibiCi a\ 

SuivanlOY ou [,n'^± ^ ÉL^ 

b a^b^Cx b\ 

cy ' ^ r\r. .le abc p^/i 

Suivant OZ , ou 4^: — — -, — ^—r 

c a^biCi cj 

Attraction sur un point extérieur d^un ellipsoïde homogène, — Soit 
Xï -+- gâ 4- J^ = I l'équation d'un ellipsoïde homogène; soit P(/jg,fi) le 
point attiré extérieur à l'ellipsoïde. Conservons d'ailleurs les notations 



ATTRACTION d'uN ELLIPSOÏDE HOMOGÈNE. A. II 

déjà adoptées. On partagera rellipsoïde proposé en couches infinimenl 
minces limitées par des surfaces semblables à celle de rellipsoïde. Soient 
((2, i, c), a(i -i- X), b(i -h X), c(i 4- X) les demi-axes de deux surfaces in- 
finiment voisines qui limitent une couche, a,, 6,, c, les demi-axes d'un 
ellipsoïde homofocal à a, i, c passant par P. La valeur de Tattraction exercée 
par cette couche sur P et estimée suivant OX sera, d'après ce qui précède, 

. la abc p^f 

47: -. r-- 

a ayb^Ci a\ 

Soient Xa = rfa et X la valeur totale de l'attraction de rellipsoïde suivant 
OX, on aura 



J a aïO^Ci al 



Deux formules pareilles donneront les composantes suivant OY et suivant 
OZ. Occupons-nous seulement de X; on obtiendra ensuite Y et Z par des 
permutations circulaires. 

On voit bien aisément qu'il n'y a sous le signe / qu'une seule variable «, 
par exemple, car les autres quantités peuvent toutes s'exprimer en fonction 
de a. On a, en effet, 

B C 

b = a^, c = a^. 



^,j^«j^^._«i^a2(^^«x), 



o* 



c\ — a\i=:c^—a^:=a^ ^ — i 



(6) Z;«=:aj + a.(^|!^,^, cî^aî4-a'(~-i), 

et a, est déterminé par l'équation 

On a ainsi le moyen d'exprimer 6, c, «<, 6,, c, en fonction de a. On a, d(^ 
plus. 



Prenons maintenant une nouvelle variable u définie par la relation — =^u. 



A. 12 A. LEGOIX. — ATTRACTION d'uN ELLIPSOÏDE HOMOGÈNE. 

Introduisons cette variable dans les équations (7) et (8), on a 



•^' «' -^ T-%r— + -^-cr— = «'. 



— I I 









dilîérentions la première, il vient, en tenant compte de la seconde, 

, a' du 
p*u^ 

Limites de l'intégrale. — La variable a varie de o à A. La variable u 
varie de o à -r-» A< étant ce que devient a, lorsque a = A, c'est-à-dire que 
A, est une racine de Téquation 

Il ^' __^!__- 

A] "^ AJ+B»— A* "^ AJ-f-C*— A-""'* 

Effectuons les substitutions, on trouve sans peine, toutes réductions faites. 



J^ V/A«-î-m'(B*-A«) v/A»4-w^C*— a« 



Nous n'écrivons pas les valeurs des composantes Y et Z qu'on obtient par 
de simples permutations de lettres. 

Dans les formules précédentes, on a supposé que rellipsoïde était homo- 
gène. Le cas où il serait composé de couches homogènes de densité variable 
d'une couche à l'autre ne présente aucune difficulté. Les valeurs des com- 
posantes de l'attraction totale sur un point extérieur sont pareilles aux pré- 
cédentes; il suffit d'introduire, sous le signe /, un facteur qui représente 
la densité et qui est une fonction donnée de w. 

Prenne?* cas particulier. — Le point attiré est situé sur la surface externe 
de l'ellipsoïde ; on a 

u* du 



A = Ai et X = 47rBC// .z= 







)v/A'-hw-(G'— A-) 

Second cas particulier. — L'ellipsoïde est de révolution : on a, par 
xemple, B = C; l'intégration s'effectue immédiatement. 



SUR 



CERTAINS GROUPES FUCHSIENS 



ET SUR 



UISE EXTENSION DE LA THÉORIE DES FORMES QUADRATIQUES; 



PAR M. X. STOUFF. 



Ce travail a pour objet l'élude d'une classe très étendue de groupes 
fuchsiens. La formation de ces groupes dépend de certains entiers fixes 
appelés modules, qui forment un ou plusieurs systèmes distincts. Voici 
d'abord la théorie des groupes à un seul système de modides, 

I. 

Tout système de modules se compose de nombres premiers entre eux, 
deux à deux, a,, a^, . . . , a„. Soit L leur produit; soient P/ un produit de 
modules où chacun d'eux n'entre pas plus d'une fois comme facteur, et 
P). le produit des autres modules. Toutes les substitutions représentées par 
la formule 

OÙ 

(■') P,«ô-P;.py=:i, 

forment un groupe. En cflel, le produit d'une de ces substitutions par une 
autre est 

P («/P,-+--/3'P^);: + ((3y'L-H53'P,Py) J' 

*1 p.p. 

Soit Pa le produit des modules communs à P, et à Py, et P^ = ^-k^" I^<^ 

déterminant de la substitution précédente est P/Py; mais le premier, le 
troisième, le quatrième coefficient et le quotient du second coefficient par 

m. — Fac. de T, B. I 



{'■ 



B.2 X. STOITF. 

L sont divisibles par P^. En effectuant cette division, il vient 

dans cette substitution, le déterminant est P^. Je remarque que le premier 

et le quatrième coefficient sont divisibles par P^ : en effet, en di\'îsant P/Py 

par P|, on fait disparaître les modules qui divisent P^. Par suite, P^ et P^ 

sont premiers entre eux. Donc P^ divise P]^. La substitution prend alors la 

forme 

AIP*54-JBL\ 

rz-hAPW 
où 

P^AA-P;Br=i; 

€.*lle rentre donc dans la formule (i). 

Soient H et G deux groupes ainsi définis. Pour que H contienne G, il 
faut et il suffit que chacun des modules de G soit un produit des modules 
de H, chacun de ces derniers n'entrant qu'une fois comme facteur, et que 
le produit des modules de G soit divisible par le produit des modules de H. 
Cette dernière condition, combinée avec la première, entraine Tégalité des 
deux produits. Désignons par 

deux substitutions quelconques. Tune de H, l'autre de G. La transformée 
de la seconde par la première est, après quelques simplifications, 

^ I 'l?f^P;-7^(>.-p)0y-^vPJz-(«y;xQ}-Py).P',4-a?pP,-l3dvQ})0, i^ 

elle appartient encore au groupe G. Donc G est sous-groupe distingué 
de H. 

Ainsi le groupe défini par le système de modules 2, 3, 5 a pour sous- 
groupes distingués les groupes à modules 2, i5;6, 5;39io;i, 3o. 

II. 

Ix>rsr{u'un des groupes est donné par ses modules, on peut se proposer 
de déterminer un système de substitutions fondamentales du groupe. Quand 
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les modules sont des nombres premiers absolus, on démontre aisément que 
les substitutions génératrices sont en nombre fini. 

Supposons que ce cas se présente. Je prouverai que dans les substitutions 

(3) (^,--+-L) 

et 

dans lesquelles P/ représente tous les produits de modules où chacun d'eux 
n'entre qu'une fois, R,)^ prend toutes les valeurs inférieures à P[ et pre- 
mières à ce nombre, et R^^ est un nombre choisi, de telle sorte que 

P,RMR;,= imodP; 

forment un système fondamental. Il est toujours possible de faire corres- 
pondre à chaque nombre R/^^ un nombre R|^ de manière à satisfaire à cette 
dernière congruence. Le nombre des substitutions ainsi obtenues est évi- 
demment limité. 

En effet, imaginons une substitution quelconque du groupe 

soit 

où y' est moindre que y en valeur absolue. L'emploi de la substitution 
(j, .î -+- L) permet de retrancher de la fraction (5) des multiples de L et, 
par suite, de ramener q à être compris entre o et Qy. 
Posons 

(6) 9Qy==R/i^PM 

je me propose de déterminer une substitution (4), de telle sorte que les 
égalités (6) et (7) soient réalisées. Distinguons deux cas : 
I® 5^ est premier avec Q^; on pourra alors prendre 

P/=Oy, Ri*=7; 
z, s'exprime alors en z par une fraction dans laquelle, après simplification, 
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le coefficient de z au dénominateur est y' et, par conséquent, moindre en 
valeur absolue que y- 

2® q n'est pas premier avec Qy; tous les modules étant premiers et Q^ ne 
les contenant pas plus d'une fois, le diviseur D commun à y et à Qy est 
un produit de modules pris chacun une fois au plus, soit P, = DQy et 

y = y, D; P] = -^ ne contient plus de facteurs premiers divisant y, et est, 

par suite, premier avec çr,. On pourra donc poser R/a= q^- La substitution 
se trouve alors ramenée, comme dans le cas précédent, à une substitution 
où le coefficient de:; au dénominateur est y'. En continuant ainsi, on pourra 
réduire à o le coefficient de :; au dénominateur; mais si, dans Tégalité 

«50y-;3yQ; = i, 

on a Y = o, il en résulte a = S = =izi. La substitution prend la forme 
( w, z ■+- pL), et Ton peut évidemment la réduire à la substitution identique 
à l'aide de (z, z -h L). 

Les substitutions (4), quoique suffisantes pour engendrer tout le groupe, 
ne sont pas, en général, toutes nécessaires. 11 est facile de voir d'abord 
qu'elles se ramènent, deux à deux, l'une à l'autre. Soient 

P P 

-- p. II., * r- P.R' _ ' 



nous pouvons supposer R^^^ compris entre o et P]; écrivons la dernière 
équation sous la forme 



c + Lr=p,(p;_R;,)-- 



-L4-p,(P;-H/a)^ 



P] — R^A est compris entre o et P^. Les deux substitutions caractérisées 
par liifç et P] — R^^^ se ramènent donc l'une à l'autre. On peut encore 
pousser la réduction plus loin. Je prendrai pour exemple le groupe défini 
par les modules 2, 3, 5. D'après la remarque précédente, il suffit de donner 
à P,R/A les valeurs 

I\R/A = o, I, 2, 3, 4, 5,6, 7,8, lo, II, 12, i3, i5, i6, i8, 21, 25. 
Je dis maintenant que les substitutions 

,„ (..,..3o,, (.-.-L»), (=,8-j^), (=,.0-^), (=,.5-^, 
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B.5 



forment un système fondamental. Les inverses des trois dernières sont 



(0) i^'-^-J^s) 



lO 



Z. — lO — 



Z — 10 



-13 — 



Z — i5/ 



Je m'appuie sur la remarque suivante : soit une fraction linéaire 



mz -+- n 
fzTq 



'^=k 



a 



B 



h 



on a aussi 



m 3 -4- Al 



--ziA-f- 



a 



B 



C-f-/-^- 



s 



z-\- t 



Or on voit aisément que toute substitution de notre groupe, où 



(10) 



m 



o, 8, lo, i5, — 4» — lo, — i5, 



est une combinaison simple de (;:, z -h 3o) avec une des autres substitu- 
tions (8) et (9). Il ne reste plus qu'à montrer que les valeurs trouvées pour 
P/R,> (en exceptant 8, 10 et i.)) peuvent se développer suivant des frac- 
tions continues formées en combinant les substitutions (8) et (9), et en 
donnant à z, dans la substitution extrême, les valeurs (10). On trouve 






3o 



— 3o 4- o 



2 = 



3o 



3o -h i5 



■^ » 



3 3o 
— — > 



— 10 



l,^.- 



3o 



3o 






10 



— 10 



— 10 — 



3o 



-4 



10 — 



10 



— 8 4- 10 



10 



104-0 



— 104-8' 



6 = - 



3o 



10 — 



10 



— Io-^8 



7z=8-- 



1 



10 



3o 



I I :zz 10 — 



10 — 3o 4- 10 



4 — - V > 

13 



12 -zz 10 — 



10 

10 — 3o 4- i5 ' 



i3 = i5 



13 



JO — 



10 



10 — 4 — 



84-10- 



10 
104-0 
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Cl 

l6r=i3o — l5 = , l8i=:3o — l5 — 



— ID-hO — lOH-lo' 

2lzz:3o — lO > 20=:3o — lO — 



— lO -h O — lO -+- 8 



On peut prendre pour polygone générateur du groupe un polygone 
i3oABCDEFGH/x. Les côtés A/acetH/ac sont conjugués par (r, s4-3o), 

AB et HG par (5, i5 — 'z~^y ^^ ^^ ^^ P^^ (^j '^ — \ ^t) et 

KE par (z, 8 y\\ chaque moitié du côté DE est conjuguée avec 

Fautre par la substitution ( z, ;^ V A et H, B et G, C et F, D et E for- 
ment respectivement des cycles d'angle 1:. 

Les groupes dans lesquels tous les modules ne sont pas premiers pré- 
sentent des circonstances analogues. Par exemple, le groupe défmi par le 
module unique 8 admet pour système fondamental 

On peut prendre pour polygone générateur un pentagone 1 00 ABCD 1 oc, 
dans lequel A/00 et D/00 sont conjugués par (z, z -h 8), AB et DC par 

(zy 3 — ;; — 5jj et les deux moitiés de BC par (z, — -]• A et D forment 

un cycle parabolique, B et G un cycle d'angle u. 

Les groupes les plus simples sont les groupes aux modules uniques a 
et 3; ils sont engendrés respectivement par 

Les équations fuclisicnnes correspondantes ont chacune trois points sin- 
guliers; les différences des racines des équations déterminantes sont o, |, \\ 



o - i 



m. 



On peut se proposer de déterminer, a priori, les points singuliers que 
présentent les équations fuchsiennes engendrées par les groupes à détermi- 
nants limités. Cherchons d'abord de quelles périodes est susceptible une 

substitution linéaire fz, — — ? j à coefficients entiers. En désignant par /i 
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la période de cette substitution, on a 



2 ces - • 



Il faut donc que cos - ne contienne en facteur pas d'autres irrationnelles 

qu'un radical carré. On en déduit que n peut seulement prendre les va- 
leurs 2, 3, ^jG. 

La recherche des points singuliers eux-mêmes se rattache à une extension 
de la théorie des formes quadratiques. Etant donné un groupe défini par 
ses modules, je considère une expression de la forme 

(11) aa:'-+- ^P/oy-HcLj* (a, 6, c), 

OÙ a, bj c sont des entiers, tels que a, c et 6P, n'aient pas de facteurs com- 
muns, et où X et y sont respectivement de la forme x^ ^Q^- et -^> ^o ^^yo 

vQy 

étant entiers. Si tous les modules sont premiers, on supposera b premier 
avec P], ce qui ne diminue pas la généralité. Dans le cas contraire, F, dési- 
gnera le plus grand produit de modules qui divise le coefficient de xy; 
j'appelle gt le plus grand commun diviseur de b et de F). Je nomme les 
expressions (i i) formes quadratiques attachées au groupe donné. 
L'expression générale d'une substitution de ce groupe étant 



(= 






j'envisage la substitution à deux variables 

(xQjx + pLy 

si a; et y sont de la forme x^ \fQj et -^» cette substitution change ces 
quantités en des quantités de la même forme. L'expression (i i) devient 

elle reste donc attachée au même groupe. Nous dirons que les formes (i i) 
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et (i3) sont équwalentes. Dans (i3), le plus grand commun diviseur entre 
le multiplicateur de ViXy et V\ est encore trr. 

Le déterminant de la substitution (12) étant égal à i, les formes (11) 
et (i3) ont un même discriminant, qu^on peut représenter par DP/, D étant 
entier, et Ton a 

On nommera classe^ comme dans la théorie ordinaire, l'ensemble des 
formes équivalentes à une forme donnée. D, gt et P,- sont les mêmes pour 
toutes les formes d'une même classe. 

Le premier problème qui s'offre à l'esprit est de représenter un nombre 
entier donné m par une forme donnée 

( 1 5 ) m — a Qj jt] -f- b FiJ^'oVo + c Q}/* . 

On est conduit immédiatement à limiter les conditions du problème; car 
on peut supposer, sans diminuer la généralité : 

I** Xo et y^ premiers entre eux. S'ils avaient pour plus grand commun 
diviseur un nombre S, on serait ramené au même problème, le nombre à 

représenter étant ^7 et j;o,yo étant premiers entre eux; 

2** Xq premier avec Q'j el y^ avec Qy. En effet, si S était le diviseur 
commun k x^ elk Qy, en enlevant aux modules de Qy les facteurs premiers 

qui entrent dans 0, on serait ramené à représenter -j par une forme attachée 

à un groupe plus simple ; 

3" m premier avec P/ pour une raison analogue. 

Nous pourrons alors déterminer deux nombres ^^ et yJo, tels que 

et la substitution 

change la forme donnée en la forme 

(17) mu^-h /iP/wr 4- ILv^ (//i, /i, /); 
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comme le discriminant est resté invariable, on a 

m étant donné, il faut donc que la congruencc 
(18) /2»P;=D (mod.4mP;.) 

soit possible. Une courte discussion donne les résultats suivants : 
I® Si P/ est impair, il faut que DP/ soit reste quadratique de ^\mV'-. 

2^ Pi est simplement pair, alors D est pair; il faut que -^ soit reste 

quadratique de 2mP^.. 

DP/ 

3® Pi est doublement pair, il faut que —^ soit reste quadratique de mV\. 

Toutes les solutions de Téquation (i6) correspondent à des racines de la 
congruence (i8) congrues (mod. 2mP'/). 

Pour résoudre le problème proposé, on formera d'abord un système de 
solutions de la congruence (i8) incongrues (mod. 2mP^). A chacune de ces 
solutions correspond une forme (/;«, /«, /). Nous aurons à voir, comme dans 
la théorie ordinaire : 

1® Si la forme (m, /i, /) est équivalente à (a, 6, c); 

2® A trouver toutes les substitutions qui transforment (a, b^ c) dans 
(m, /2, /). 

Ces dernières substitutions peuvent se ramener à une substitution unique 
transformant (a, 6, c) dans (m, /^, /) et aux substitutions qui transforment 
(a, 6, c) en elle-même. Je me propose de trouver celles-ci tout d'abord. 

Pour que la substitution (12) transforme (a, &, c) en elle-même, il faut 
et il suffit que Ton ait 

'^ i ù^2aa?^P',-\-b{aSQj-hPyQj)-h2CyàV'i; 

on en déduit 



^Q} ~~cp;-ap;^ 

Oy étant le plus grand diviseur commun au\ trois dénominateurs, on aura 
(20) — a = -^ liy !3 =z -^— i //, y = -5- ''» 

u étant entier. 

III. — Fac. de T. B.2 
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Etudions la formation du nombre 6y. Le facteur gj est évidemment com- 
mun aux trois nombres 6Qy, — cP], aP[. Soit b = b^xs. Il reste à trouver 

P'- P' . 

le facteur commun à 6,Qy, — c—y a — - Si un diviseur quelconque commun 

P' . . 

aux trois nombres divisait 6|, comme b^ est premier avec — '> il devrait 

diviser a et c, ce qui est contre rhypothcsc. Donc le facteur commun divise 

. . P' 

Qy. Soit d'd" ce facteur, dans lequel je suppose que df' divise — et que d' 

est premier avec —^,\ d' devrait diviser a et c, d'ailleurs il divise tsyP,; a, 

bPi et c auraient donc un facteur commun, ce qui est contre l'hypothèse. 

B . . » P' . 

Donc — est le plus grand commun diviseur entre Qy et — ; par suite, Oy le 

plus grand commun diviseur entre mQy et P^.. 
En posant 

on trouve ensuite que IqVu doivent vérifier Téquation 

(21) /*Qy ^' ' = 4, 



^y 



et Ton a 



Réciproquement, si Ton a une solution en nombres entiers de l'équa- 
tion (ai), les valeurs de a, p, y, S, calculées par les formules (22), vérifient 
identiquement l'équation (19) et la relation aSQy — PYQy = i. Pour 
qu'elles soient entières, il suffit que a et S ne contiennent pas 2 au dénomi- 
nateur; or 2a -f- 2 S ou 2^ est pair; donc 2a et 2 S sont de même parité. 
D'ailleurs on a la relation 

/iadQy=4( I -^T^un. 

Si Qj n'est pas divisible par 4, 4»^ est pair et 2a, 2S sont pairs; si Qy est 
divisible par 4, on ne peut arriver à la même conclusion, mais on remarque 
que la parité de a et de S pour une solution donnée de l'équation (21) 
forme un caractère constant de toutes les formes équivalentes ; si D est 
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négatif et égal à — A, l'équation (21) prend la forme 

et n'admet qu'un nombre limité de solutions. 

IV. 

Dans l'étude des formes attachées à un groupe, la notion des réduites 
paraît beaucoup plus complexe que dans la théorie ordinaire. On démontre 
cependant sans difficulté que le nombre des classes de formes pour les- 
quelles D, Gj et P/ sont donnés est limité. 

Je commence par quelques considérations sur les substitutions linéaires. 
Les substitutions 

C ''} 

(A') <xô — PyL = i 



forment un sous-groupe bien connu du groupe des substitutions 

(B') lp^ixv=Li, 

Etant donnée une quelconque de ces dernières, je me propose de déterminer 
une substitution (A), telle que le produit de la première par la seconde 

\va -hpy, v{3L h- pà 

appartienne à un système fini que j'appellerai système de représentants du 
groupe (B) dans le groupe (A). 

Je distinguerai deux cas principaux : 

1^ (X et L sont premiers entre eux. En vertu de (B'), X est également 
premier avec (x. Nous pourrons donc trouver des valeurs de ^ et S, telles que 

>.(3L-+-(x3 = — i; 

on aura 
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S étant entier. On en déduit 

v;3L-hpo = v(3oL -i-p(îo-+- ^L; 

on peut déterminer s de sorte que cette quantité soit comprise entre o et 
L. Nous prendrons ensuite 

«=— fx, 7 = p. 
La substitution (C) prend alors la forme 



C; 7) 



/• étant un nombre quelconque compris entre o et L. 

2*^ (X et L ont un plus grand commun diviseur d. On posera 

(D) ).?L4-|i3 = -e/, 

Supposons d'abord d premier avec ^; on peut satisfaire à la congruence 

vj3oL-4-pâo-i-5-^ =1 (modd), 
sz=zSo-^ s'd, vj3.L-hpô — v;3oL-hpoo-i-.Vo-i H- s'L. 

On pourra déterminer 5', de sorte que ce nombre soit compris entre o etL. 
Nous poserons ensuite 

a = — |JL^ 4- wp, y^'kt — wv, 

on aura 

xà — PyL = i/(v3L -h pô) — /t/= I. 

Four y satisfaire, on réduira la fraction irréductible ^ , <-'iï fraction 
continue, et Ton prendra pour - ravant-dernière réduite; (C) prendra la 



forme 



C; r) 



r étant compris entre o et L, congru à i (modrf). A chaque valeur de r est 
attaché un système /, u. 
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' Supposons que del^ aient un plus grand commun diviseur d\ En vertu 

de (B'), p est premier avec (x et, par suite, avec rf'; en vertu de (D), S est 

premier avec ^ et, par suite, avec d\ Donc v^L -t- p5 est toujours premier 

avec d\ 

Pour que vpL -4- pS soit premier avec d, il faut et il suffît que ce nombre ne 

contienne aucun des facteurs premiers de -r, qui n'entrent pas dans d'; soit 

d'' le produit de ces facteurs, on pourra vérifier la congruence 

et faire en sorte que le premier membre soit positif et moindre que —-r- • On 

achèvera comme dans le cas précédent. 
Envisageons maintenant une forme 

et soit 

la forme réduite équivalente dans le sens ordinaire. On aura identiquement 



= kÇkx 4- fx/)*-h B(Xj7 4- [A7)(vjr-f-p/) -hC(vj7-i-pj')* 
il existe une substitution du groupe (A), telle que 



().p — livzni); 



\^^ 9)\y^ * / \^o, po/ 



soit un représentant de (B) dans (A); on aura 



\^ p/ \vo, po/ V y, — «/ 



la forme quadratique considérée peut donc s'obtenir en faisant dans 
Ao?* -h ^xy -i- Cy^ la substitution ( ®' ^M, p^ig j^ns la nouvelle forme une 

substitution du groupe à laquelle la forme donnée est attachée. On ob- 
tiendra donc des représentants de toutes les classes de formes pour les- 
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quelles D, P, et gj sont donnés, en formant dans le sens ordinaire toutes 
les réduites de déterminant DP,, dont le nombre est fini, en transformant 
ces réduites par tous les représentants du groupe (B) dans le groupe (A), 
et en prenant parmi les formes obtenues celles dont le second coefficient est 
divisible par gtP/, et le troisième par L. 

Il est possible que Ton obtienne ainsi à la fois plusieurs représentants 
pour une même classe. Il faut donc avoir un moyen de reconnaître si deux 
représentants (a, 6, c), (a', 6', c') sont équivalents ou non. En supposant 
que Téquivalence ait lieu, on aura 

(24) a'=- aa»Oy-i- 6ayl\4- c-/«Q; , 

(25) //=^2«a?P;H-6aoQy4-^?-/Q;-+-2cy3P;, 

(26) a30y-î37Q; = i. 

On peut remplacer Téquation (24) par la suivante 

(27) 4««'Qy=(2aaOy^^yP/)'-I)P/y', 

on cherchera des valeurs entières de a et y satisfaisant à cette équation. Ces 
valeurs obtenues, on aura 

g_ (^^-^)«Qy-2cyP;. ._ 2^aP;-h(6 + 6-)yQ; 

'^"~ 2a'p;. ' ^- aa'P;. 

il faut encore que les valeurs de p et de soient entières. 

Si I) est négatif, Téquation (27) n'admet qu'un nombre limité de solu- 
tions. Le nombre des essais à faire pour reconnaître l'équivalence est donc 
limité. 

Si D est positif, on ne peut suivre la même voie. Je m'appuierai alors sur 
les propriétés de l'équation (21) qui sont analogues à celles de l'équation 
de Pell. Soient deux solutions de (21) /, w; /', u' . 

Kn nmltipliant les deux irrationnelles 

l v/(Jy -f- U -f— t' s/Q,, -h u' ^ 2 ' 

( a8 ) '^— , ?^ , 

2 2 
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on obtient l'irrationnelle 



„^ÔJÔl^u.-^^^m.*«''^-^^ + „.,y^!?!W; 



Soient Q^^ le produit des modules communs à Qj et à Q^^ et Q, le produit 
des modules non communs. La quantité qui précède peut s'écrire 



(tt'Q^ 



uu' 



i.oJ^ 


4 



^ f. À\ est un nombre entier : de plus, dans le multiplicateur de v/DQ^ P] , 

il ne peut rester en dénominateur que 0, qui est le plus grand commun divi- 
seur entre tnO' et P' . On a alors 

2 

r et u" ne pouvant contenir que 2 au dénominateur, et satisfaisant à Técjua- 

tion 

DO' P ' 

Mais, si /, u\ t\ u! correspondent à des transformations de la forme en elle- 
même, un calcul facile montre que f et u!' correspondent au produit de ces 
deux transformations et sont, par conséquent, entiers. 

Par suite, toutes les irrationnelles (28) qui correspondent à des transfor- 
mations de la forme en elle-même sont des puissances de Tune d'elles 






On peut maintenant restreindre à un nombre limité les tâtonnements à 
faire pour reconnaître si les équations (24), (25), (26) admettent ou non 
des solutions. On formera une solution réelle quelconque des équations 

rt'=aX*-h^>P^>.v4-cLvS 
6'P/i= 2a)./jL -f- ^P/().p -HfJtv) -4- 2cLyp, 

Xp — //v = i; 
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SI — j- est simplement pair; 

si — 5p est doublement pair. 

DP . T/wP- 

Il faut et il suffit que -j-j soit reste quadratique de '- Ces deux der- 
niers nombres sont premiers entre eux. Aux racines de (i8) congrues 
(mod^mP-) correspondent des racines de 

congrues (mod ^^^^ M > où /)'= i, sauf lorsque e = 2, t = 2, alors y]'= 2. 

Je distinguerai trois cas : 

i** DL est pair; m est donc impair et, par suite, premier avec — -- Le 

nombre des racines de (18) est 2^'^'^, X étant un nombre fixe dépendant de 
D et de P/, et (jl le nombre des facteurs premiers différents de m. 

2® DL est impair. Alors a = 1 , t = 4i ^ = I1 y) = i, P^ est impair. Si 
DP/ est incongru à 1 (mod8), m est nécessairement impair. La conclusion 
est la même que dans le cas précédent. 

3® DL est impair, et DP^^^i (mod8). m peut être pair. Soient X — i le 
nombre des facteurs premiers différents de P^, [xle nombre des facteurs pre- 
miers différents de m, y compris 2. La congruence (18) a 2^'"'^ racines. 

La formule est donc la même dans les trois cas. Soit x le nombre dos 
transformations d'une forme en elle-même ; on aura 







Dans le second membre, m prend toutes les valeurs positives premières à 

DP 

DL et telles que -^-5 soit reste quadratique de m. Dans le premier, 



a- S' 



Xq et Yq étant premiers entre eux, et tels que ax^-h bP^xy -h cJ^y^ soit 
premier à DL. Posons, pour abréger. 
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on aura, d'après une transformation connue, 

V ^^ —^ ^^^^ \'^ ) ^^'^P 

n étant seulement assujetti à être premier à 2DL, = 1 dans les deux cas 
où m est nécessairement impair, et = ^__ dans le dernier. On a, par 
suite, 

('7) 2à2â2d(an*jc*-^0Pin*a:y-hcLn^yy^P ~^^ 2à7ï^ 2d\li' ) l^p' 

a^b,cx,y n 

Dans le cas où DL est pair, le complexe des nombres nx ei ny est iden- 
tique au complexe des nombres x\ y ^ tels que la forme 

soit première avec DL. Mais, dans le cas où DL est impair, on a 



2^(ax'^ 






n\x,y 

d'où 



^2Ï/-Hî/p ^ ^an}x^->rbVin'xy'\-cV.n^y^y^9' 



(32) i2d(aa?'«4-6P/a7y4-cL/*)*-^P^^^''^ ^n>^9A\n)n}^ 

a,bjCX',y' n n 

2*P-^* 



^ — I — 



,__ suivant que DL est pair ou impair. Je multiplie par p les deux 

membres de l'égalité (82), et je fais tendre p vers zéro. La limite de Os est 
I, j, 4 suivant le cas. 

La limite de p2;^p est ^^^^^- Enfin 2(-;r);^P ^ P^^^ '''"^^^ 

2(^)-;- 

Il reste à trouver la limite du premier membre. Pour cela, je vais étudier 
la formation des nombres x\y\ Avant tout, x^ est premier avec Qy, ety„ 
avec Qy. 

Remarquons que, dans toutes les formes que nous avons prises comme 
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représentant chaque classe, on peut supposer a premier avec DL. Il suffit 

de montrer qu'on peut déterminer une substitution j ^ '' j, telle 

que 

ne soit divisible par aucun facteur premier /de DL. Si /divise a et c, il ne 
peut diviser 6P/; on prendra donc pour a et y des nombres non divisibles 
par/. Si Tun au moins des deux coefficients extrêmes, a, par exemple, n'est 
pas divisible par/, et que, de plus, /ne divise pas L, on prendra pour y un 
multiple de /; si / divise L, on fera entrer dans Q'j celui des modules qui 
le contient. 

Distinguons maintenant deux cas : 

I® D est premier avec L. — Alors a et c sont premiers avec P,. 

J'exprime que ciQjX^ -\- b^^ 1^0X0''^ ^Qj/o ^^^ premier. 

(A) avec Qy. 

Il suffit évidemment d'exprimer que bl^ix^ -h cQ'jy^ est premier avec Qj. 
Soient Qyi le produit des modules communs à P, et à Qy, et Qy = QyiQy2« 
c, Q'j ely^ sont premiers avec Qyi ; il en est donc de même de 6P/a?„-h cQ}/'^. 
Qya est un diviseur de P^. et, par suite, premier avec ôP,. Soit Ryj un reste 
quelconque de Qy^ premier avec Qy^. La congruence 

donnera pour une valeur quelconque de y'^ (modQyj) une valeur de 

< (modQy^). 

(B) avec Q}. 

Soient Qy, le produit des modules communs à P/ et à Qy, et Qy = Q}, Q'j^j 
Kj^ un reste quelconque de Qy^ premier avec Qy.^, on posera 

ce qui, pour toute valeur de x^ (modQy^) donnera une valeur de j^'^ par 
rapport au même module. 

(C) avec D : 

Si D est impair, 4«Qy est premier avec D : il suffit donc d'exprimer que 
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et, par suite, que 2aQjX^'h bl^iy^ est premier avec D. Soit A un reste 
quelconque (modD) et premier avec D, la congruence 

2aQyx;+ bPif^^A (modD) 

fournit pour toute valeur de y^ (modD) une valeur de x'^ (modD). 

Si D est pair, il est nécessairement divisible par 4? je suppose d'abord 

-7 impair. Soit a un reste f mod 7 )> on aura les deux congruences 



et 



« Qy < -^ - ^ifo = ^^ (mod j \ 



«Oy-^oH- -T-V'o^/'o (moda). 



Si D est divisible par 8, il suffit de vérifier la congruence 



«Oyj7;-+- -p,j; = ^a ("^od-T-j 



En résumé, les valeurs de x^ et de^^ forment des progressions arithmé- 
tiques ayant pour raisons respectives AQyQya et AQyQ'ya. 

Le nombre des systèmes de valeurs de x^ et de y^ pour lesquels ces 
quantités sont positives et moindres que les raisons est dans tous les 
cas Aç(AL)ç(P).). 

Par suite, en appelant N le nombre des modules du groupe et /t le nombre 
des classes, 




a pour limite 






2^-^^7ry(AL)y(P;)/t 

a»p;lp; 



2° D n^esl pas premier avec L. — Comme b est premier avec P^, tout 
facteur commun àD et à L divise P,. a étant premier avec DL, ces facteurs 
divisent c. Si Qy contient l'un quelconque des modules qui ne sont pas pre- 
miers avec c, la forme ne pourra être première à DL. Soit P^ le produit de 
ces modules : Qy sera un diviseur de P^ ; soit P^ = QjQ)j ^^ ^'^^^ ^^^^ 

nous sommes en présence d'une forme (a, bP^j cP^), dans laquelle le pro- 
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duit des modules est P^, et le déterminant DP^ est premier avec P^. Nous 
sommes ramenés au cas précédent. Par suite, 



^2à jLàlax'^ 



a.b.c .r'.y 



a pour limite 



2N,-hl7f(p(AL)(p(P;)/i 



a^p)lp; 



N, désignant le nombre des modules du groupe qui entrent dans P'^. 

Soient 0'= ^ si DL est impair et 0' = i si DL est pair. On a, par suite, D 
étant premier avec L, 

(33) „^enx.>— (^y(^)i 

7r9(P/) ^d\ n J n 



n 



et, D n'étant pas premier avec L, 

(34) A = 9e'Çx2>->.-'(^P^'yf^U. 

n 

Dans les séries 2(~ ) ""' ^ ^^^ assujetti à être premier à 2DL. Soit 8^ 

le plus grand carré contenu dans D,, et D, = — S^P si D^ contient une 
puissance paire de 2, D, = — 2§*P si D, contient une puissance impaire 

de 2. f — j = ( j ou ( j suivant le cas. Soient /i(i^ 1,2, . . .,^) 

les facteurs premiers impairs de DL qui n'entrent pas dans D,. Supposons, 
pour fixer les idées, — P^i (mod4). On a 

n étant premier avec 2DL. Désignons par m un nombre quelconque. La 
somme 2 ( P" ) "" ^^ compose de la somme 2 ( ^ ) " ' ïï^oins la somme éten- 

m n 

due aux nombres qui admettent les diviseurs 2 ou/;; on a, par suite, 

n I m 
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Or on a, — P étant, par hypothèse, resté quadratique dc/t,. 
Donc 



m 



on est ramené ainsi au calcul d'une série connnue. On a de même 
Pour»' -3, „«.«... 2(^)i=n(-7)2(î)<-)""^'^ 



m 

m'— I 



p»u,»;-,(.nod8,... 2(^)-:=n(-7,)2(T)(-'^i 

n m 



m 

n m 



Dans ces trois dernières séries, m est un nombre impair quelconque. 

VI. 

Proposons-nous maintenant la recherclic des points singuliers oflerls par 
l'équation fuchsienne qu'engendre un groupe donné par ses modules. Une 

substitution de période n 

( aP,-^H-PL \ 

V' yz + i^t ) 
peut être aussi caractérisée par l'équation de ses points doubles 

(36) yz^->r{8—0L)ViZ — '^h—O, 

car on connaît ainsi y? P et S — a et (a -f- S)vP| = 2 cos- • Le discriminant 

de la forme (y, ô — a, P) est — 4P| sin^ -• Toutes les substitutions qui cor- 
respondent à des formes d'une même classe ont des points doubles homo- 
logues les uns des autres dans le groupe donné et, par suite, correspondent 
à un même point singulier de l'équation fuchsienne. 
Réciproquement, étant donnée une forme 

(37) P;t(6M\Pi-4ac^)=:-4sin*^, 

dans laquelle P/ et Py^ sont deux produits de modules différents, et où b est 
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P' 

premier avec p^> si Ton pose 

(38) y = ^, ô — aiir^P^., (3= — c, (a -h ô)v''P] = 2 cos -, 

on aura identiquemenl 

a8P;— (3/P;=i; 

pour que, à la forme donnée corresponde une substitution linéaire de pé- 
riode Ai, il suffit que a, p, y, S fournis par les formules (38) aient des va- 
leurs entières. Cela ne peut avoir lieu que pour n = », 2, 3, 4, G. 
1° ri = oc. On a 

(a4-a)v/P;=2, 

donc ou bien 

(\) a-+-a = 2, P/=i, 

donc, 

^*P,— 4«cP';t=o; 

or h est premier avec P]^, donc 

6L est nécessairement pair, donc S — a fourni par (38) est pair, et les va- 
leurs de a, ^, Y? S sont entières. Il y a donc dans chaque groupe des substi 
tutions paraboliques de cette espèce 

(B) a-4-o = i, P,= 4, 

ce qui exige que 4 soit un des modules du groupe; on a ensuite 

4^'PA.-acPi.= o, 

S — a doit être impair : il en est donc de même de b et de P^; ainsi V\ con- 
tient le module 4? ^t l'on aura 



Pi 



6*Px--acV =0. 



Tout groupe à module 4 contiendra de ces substitutions. Exemple : dans 

le groupe au module unique !\, (z^ - — ^ y 
2? n = 2 : 

Donc 

Vk—Xy 2, 4. 

(A) Pa.= i, ^«p,-4flcP; = -4, 
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iP^= h csl nécessairement pair; on aura donc 



/'^yp.-acp;^-!. 



Il faut et il suffit, pour qu'on puisse former ces substitutions, que — P, soit 
reste quadratique de P]. • 

(B) P^=2; 

2 est donc un des modules. 

P/ ne contient pas le module 2; par suite, toute solution de cette équation 

P'- 

donne un b impair. Il faut que — P/ soit reste quadratique de~- Exemple : 



2 



dans le groupe à modules 2 et 5, (j, — r~Y~" ) 

(C) P,.=^4. 

On a 



4^»P,-4«cJ^=-i, 






égalité impossible. Il faut donc rejeter cette hypothèse. 
3« 72 = 3 : 

« + ô = P,=:i, p,.^6'P^p._4«c^J=^3, P,.= i, 3. 

(A) Pa=i, ^'— 4acL=:— 3, 

b doit être premier avec L qui ne contient pas le facteur; — 3 doit être reste 
quadratique de 4L; L est donc impair, et ses facteurs premiers sont de la 
forme 3/H- i . Ces conditions étant réalisées, b est impair, et les valeurs des 
coefficients sont entières. 

(B) Pa=:3, 36«-4«c|=-i, 

un des modules est égal à 3; 5^ ne contient pas 3, et — 3 doit être reste qua- 
dratique de 4 T' ce qui exige que L soit impair, et que 3- ne contienne que 

des facteurs de la forme Zn-^ \. Exemple : modules 3 et 7, fj, ^—^ — ^ )• 
4« /i = 4. 

P/r=2, PaY2 6»P^— 2aCp- ji=i-~2; 



a-hô=:i, 



m.— Fac, de T. B.J 
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un dos moduios est éj^al à 2. On a ensuite 

1>^. z=z I et /r — ac L — — I . 

— I devant èlre reste quadratique de L, tous ses facteurs premiers inq)airs 
seront de la forme '|// -h i. 
5^ // = G. 

donc 

Pyr.nzi, 3^'— 4«<'ô^ =— I. 

Donc L est impair, el, à pari, 3 ne contient que des facteurs premiers <le 
la forme in -h i . 

(^uand on aura déterminé les dillërentes espèces de points singuliers ijui 
|)euvent se présenter, il faudra encore clieiTlier le nombre di^s points sin}4:u- 
liers de cha(jue espèce ou le nond)re des classes de formes correspondantes. 
l ne forme pour la(|u<»lle I) ^= o est le carré d'une forjue linéaii*e ex -\- fly^ 
dans laquelle les coefficients de x et de^' sont premiers entre eux. La théorie 
de ces formes linéaires est analogue à celle des formes du second degré. FI 

suffit d(î reconnaître combien il y a de fractions non homologues enln» 

elles par rapport au groupe. 

Pour le nombre des autres points singuliers dans chacjue espèce, il est 
donné [)ar les formul(*s du § V. 

Exanplr. — Dans le groupe à modules 2, 3 et 5, — i5 = — P/ est reste 

P' 

quadrati(|ue d(» — ' = i . 11 y a donc des substitutions de période 2 ave(! 1\ = 2, 

Vi^= I 5. Pour les formes correspondantes 

1), = -— l5, AP|=::Go, (/ = !, 

î=:i, 0'=LI, X = .'|, X — O, \,=::2, P, — 2; 



donc, d'après (3V); 



"=^2(^-)f.=2(f;) 



a étant riin (pielcoïKjue des nombi^es premiers avec i > et <^ i5. D'oi'i 

h = 7., 
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VIL 

La théorie précédente est susceptible de généralisation dans plusieurs 
sens différents. 

i" Groupes à plusieurs systèmes de modules. — Imaginons un sysléin(* 
de substitutions linéaires à coefficients entiers et à déterminant i 



[pm^ rjmj' V,y«), ^(*)J' [p(^), ,ji^^ ) l^yy), ,/ 



el plusieurs systèmes de nombres entiers contenant chacun la niéme totalité 
de nombres 

..(1) ^(i-- ^(!). /ï'I'/ï'»^ /7''»' I (») 

a\*\ (t^\ ..., a[r; <'fli*'...r7:/'=:L'*), 



je les nommerai systèmes de modules. Les modules d'un même système» 
sont premiers entre eux deux à deux. Je désignerai par P^î, Pj?, . . ., P^'^' d(*s 
produits de modules correspondants, chacpie module ne pouvant figurer 
plus d'une fois dans le produit correspondant. SoicMit A, H, F, A des entiers 
satisfaisant aux conditions suivantes : 

— p,— et - p, — — - — - sont entiers el (W 

même parité, r///'^'* -h (A — A)/^^'^y '^ — By '^ est divisible par L"'. Il ei» 
est de même relativement à chacpie système de modules. 1.^^ . sera l'ex- 
pression générale des substitutions d'un grou{)e. 

(domine exem[)le, je citerai le groupe formé par les deux <»spèces de substi- 
tutions 

7 



\ A •/ 3 -r- / 



2yz -h()o ' 



dans le premier cas, ao — G^y = i ; dans le second cas, Gao — [5y = i . 
2® Groupes à coefficients irrationnels. — Je pnmdrai comme exemple 
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le groupe engendre par les deux substitutions 



(z, z-hi), (z, ^T-^j- 



( )n vérifie (jue les substitutions peuvent se classer en deux espèces, les 

uns à déterminant i, les autres à déterminant 6 — 2 v^5. Mais ces conditions 
ne suffisent pas, comme lorsque les coefficients sont entiers, à définir le 
groupe. 

3^ Nous savons que les nombres de la forme a 4- bi^ où a et /; sont en- 
tiers, jouissent des mêmes propriétés que les nombres entiers au point de 
vue de la divisibilité. Nous pourrons donc former un système de nombres 
complexes premiers entre eux deux à deux, qui seront les modules. Soient 
P, un produit de ces modules et L le produit de tous les modules. Si l'on 

pose* 

>. =1 aP/(.r H- iy) -+- {3L, 

a, fl, Y? ^ étant quatre nombres complexes satisfaisant à la relation 

aôP,— (3yP;=:i, 



les substitutions 






-s 



[ijjLo-+-aaol^iP/,-* 



forment un groupe discontinu. 



SUR 



CERTAINS DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIES TRIGONOMÉTRIQUES; 



Extrait d'une Lettre de M. LERCH a M. Appell. 



La méthode que vous avez appliquée ( * ) au développement en séries trifj^o- 
nomé triques de la fonction -^ m'a suggéré quelques considérations que je 
prends la liberté de vous communiquer. 

La série qui définit la fonction -^ de votre Mémoire est contenue dans 
la suivante 

(l) J(^,5, £/)= ^ î 



s 



dont je vais m'occuper. 

Je suppose que les trois quantités a:, a, s soient réelles et que la quantité 
.^{xy -h u soit positive, a{x) désignant la plus petite en valeur absolue des 
quantités x — m, (m = o, db i, ±: 2, zh 3, . . .), et que la puissance 

1 
soit prise dans le sens arithmétique. La formule 

(2) / e--i<*-'«)'-^»'-3* dz — 



T{ks) 



1 
-S 



nous permet de mettre la série (1) sous la forme 

m = — 90 



(*) Journal de Mathématiques pures et appliquées de M. Jordan, année 1886. 
III. — Foc, de T, C, I 



C.2 



LERCn. 



[le sorte que, si nous pouvons démontrer la formule 



(4) 






/?»=-• 



m 



nous aurons l'équation 



(5) 



en posant 



^,(i'|T)=i V £;«'('«'T-Kîmi^;^ 



m - — I 



La formule de Cauchy et de Poisson relative à la transformation de la 
fonction & nous donne, comme dans votre Mémoire, 



(6) 



^3(^|^)=:V/--U..(.|^), 



de sorte que l'équation (5) devient 



(7) 



- r' 



e-"=^, I X 






jf — 3 

2 



^J, 



(^t, si rintégrale, dans le second membre de celte équation, est épale à la 
somme des intégrales des termes de la série 



(8) 



"=^3^^ 



T.l 



J — 3 



.* — .» 



n ^ I 



* 7:«/f» .f-3 

— HZ — 



^ . 2 



COSQ/ITTJ", 



nous aurons évidemment 



(9) 

en posant 

(10) 



- / __ \ -lui * 

t: *Y(\s)i{x,s, u)^T('—--jtt ' H- 2 Vclo„ cos2/j;rx. 



•jt 



f c 






Or, pour que ces conclusions soient permises, on doit prouver que l'éjça- 
lité (4) subsiste et que la série (8) permet rinté{jration à termes. 

Mais, d'abord, considérons l'intégrale (5). La fonction à intégrer ne pré- 
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sentant des singularités qu'aux limites de Tintégration :; = o, oo, il suffit 
de l'étudier au voisinage de ces limites. Pour des valeurs de z infiniment 
petites, la fonction à intégrer a, d'après l'équation (6), la forme 

£ désignant une fonction infiniment petite, et, par conséquent, la seule con- 
dition à remplir, pour que la fonction considérée soit intégrable pour des 
valeurs infiniment petites de z^ est celle que la quantité s — i soit positive. 
D'autre part, la fonction à intégrer étant donnée par la somme des termes 
de la forme 

deviendra infiniment petite pour des valeurs indéfiniment croissantes de z^ 
et cela aussi quand on la multiplie par une puissance quelconque de z^ 
et, par conséquent, Tintégrabilité relative à la limite j = oo de la fonction 
considérée n'exige aucune condition nouvelle. 

Donc V intégrale (5) aura toujours une valeur finie, si la quantité 
5 — i , ainsi que .^(^x)' -h m, est positive. 

L'existence de l'intégrale (5) étant démontrée, je vais prouver l'égalité 
des deux membres de l'équation (4). La série 



9 ( C ) = V e--l(X-'n)'-H«J -i 



\s-X 



m 



étant uniformément convergente dans chaque intervalle (S, . . ., A) à limites 
positives, on aura, d'après un théorème connu, 



tn 



en posant 



{i,'')=f ' 



-S — i 



(b) .^^{d,/i)=l e--i^*-'«)'-^«J^* ctz. 



Or les termes de la série (i) ne difierant de ceux de la série 



m 
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que par un facteur constant, comme le montre Tcquation (2), cette série (c) 
est évidemment convergente et se compose de termes positifs. Je vais 
montrer que la différence 



nt m tn m 



est moindre qu'une quantité i donnée arbitrairement, si Ton prend ô<ôo, 
h>hQj Oq et ho désignant deux quantités positives dépendantes de c. 

En effet, les intégrales ''J,„(o, S), -'^m('^^) étant positives et moindres 
que ^„t(o,cc) et la série (c) étant convergente, on peut déterminer un 
nombre entier r, tel que l'inégalité 



m m 



\ (A/i zz:/* 4- I, /• 4- 2, r -f- 3, ..., — /• — I, — r — 2, — r — 3, ...) 

subsiste, quelles que soient les quantités positives S, A. D'autre part, on 
peut déterminer deux quantités S^, h^j telles que, pour chaque valeur de 
o<Oo et de A>Ao, chacune des intégrales 

-\ (o, ô), -^^ ( /j, 00) ( /2 = o, ± I , dz 2, ih 3, . . ., ± r) 

soit moindre crue -7-7 r > de sorte qu'on aura 

r /" 

(/) y,'\(o,ô)<j, y.\(A,oc)<i, 

^^ 4 -*• 4 



n~- — r n=—r 



et, puisque 

pi=— • n——r m 

{JL — — «0 /i - — r m 

( /;j = /• 4- I , /• -f- 2 , . . . , — /• — I , — /• — 2, . . .), 

on en conclut, au moyen des inégalités (c), (/), que ces quantités sont 

moindres que -> d'où il suit que la quantité (rf) est inférieure à £ pour chaque 
valeur de S^ôq, A^Ao. <- Q. F. n. 
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^Vxprime par la formule 

m 

.urs la formule (a), avec la quantité 

. I ciz = / o(z)dz, 






/ ^>-»c- * dz-^2 j \^e ^5* cosa/iTTJce/c, 



/l = l 



• onsidcrer l'intégrale 



n 



7C«/i« 5 — 3 




n = l 



i«* 



!i à intégrer étant donnée par une série uniformément conver- 
i liaque intervalle (o, . . ., A), où h désigne une quantité positive 
, on a, d'après un théorème connu, 



1C«/i« jr — » 



^g ' * .S * COS2/l7rj:£^5 



*» 1. = ! 



1t«/i« .* — 8 



= ^ C0S2/i7rj7 / e ^ z* ciz. 



n = I 



et je vais démontrer l'égalité 



ir««« i-s 




n = 1 



TT/l 



J'applique, à cet effet, la substitution r = --= /, dont vous avez fait usage 

\/u 



rs/ exacte. j 

.l«'-ci ne peut subsister que si u est positif, 
I lient. C'est en supposant cette condition rem- j 

, ()!i a 
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pour donner aux coefficients d'une certaine série trigonomé trique la même 
forme sous laquelle on les rencontre chez Riemann, A l'aide de cette substi- 
tution, il vient 



{à) 






En décomposant cette dernière intégrale en deux autres prises entre les 
limites(o, .. ., T)et(i, ...,3o) et en changeant, dans la seconde, /en -j il vienl 



I^a série 



2 fii^y^e-''"'^"^'^K^+ M 7 



étant uniformément convergente dans l'intervalle (o, . . ., i), quelle que soit 
la quantité 5, la série composée des intégrales de ses termes prises entre les 
limites (o, . . ., 1) sera convergente; or cette série coïncide avec la suivante 

n = l 

dont la convergence est donc démontrée. 
Va\ se rappelant l'inégalité 






on démontre facilement que l'équation (y) subsiste, d'où il suit que l'équa- 
tion (9) est exacte quand on suppose u positif. 

L'intégrale d,;, définie par la formule (10) est une fonction transcendante 
entière de la variable complexe .ç, et, la série dans le second membre de 
réquation (9) étant absolument convergente pour chaque valeur réelle ou 
imaginaire de 5, on voit que la différence 

(9") Tr^Yas)^ix.s.u^^Y(^-^^\u~~^ 



K ''T(\s)^{œ,s,u)^T(^^\ti 



est une fonction transcendante entière de la variable .ç, résultat remar- 
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quablc, puisque la fonction § n'était définie que pour les valeurs de s dont 
la partie réelle est supérieure à Tunité. 

Je me borne maintenant au cas particulier où la quantité u est zéro. En 

remplaçant, dans l'intégrale (lo), z par -> il vient 

Si la quantité s est inférieure à Tunité ou si elle est négative, cette inté- 
grale ne cessera pas d'exister même quand on y suppose w = o ; elle deviendra 

r — ii«rt*5 - 






Je vais montrer qu'on a 



M = 



Nous avons, en effet, 

étant une quantité positive. Quand u devient infiniment petit, la seconde 
intégrale, dans le second membre, le devient aussi; en prenant 5 suffisam- 
ment petit, la première intégrale sera moindre qu'une quantité donnée, 
quelle que soit la valeur de w > o ; donc la différence | «l,,, — A^,, \ sera 
moindre qu'une quantité donnée arbitrairement pour chaque valeur posi- 
tive de u moindre qu'une limite convenablement choisie. C'est ce qu'exprime* 
la formule {a'). 

Quand on suppose la quantité s négative, la série 

n = I /!= I 

est évidemment convergente, et je dis que Ton a 

X 00 



1 ! 
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sera iiéfjative (positive); d'où il suit que Ton a 

sp:n(.r H- m) 



D, -; = — S , 

I .r H- m I' I jr -h m j 



«-•-I 



en représentant, avec mon illustre maître, M. Kronecker, par sgna (sijjne 
(1^* a) l'unité alTecUîe du même signe que la quantité a. 
Donc nous avons 

^ spn(jrH-m) 



(I") I),4^(x,5) = -5 2 "-^ 



X 4- m "** ' 



m =— • 



d'où il suit, au moyen de l'équation (i"), 

.v«I»(x,.v-n)-D^<^(^-,.v)=,ç 2i 



I X -\- m I 



ou, en dési}^iantpar l'^f ) un entier, telrpie la diflérence x — l'^(-^') soilpo- 
sitivr et moindre (jue Tunité, 

.v<l>(.r,A-i-i)-I),*{.r,.v) = 2.v 2] •| .rH-'w|'^' ' 

/n = — E'.rj 

l'osant donc 



/M=— K'-r, 

nous aurons 

hln substituant, dans cette é([uation, les valeurs 

*(jr,.î -H I) = —A^-Z. r""« i-(x, - 5), 

D,<l>(j:,î)^ — ■ ' t! »I)^i-(x,i-.ï) 

tirées de la formule (12) et eu s(î rappelant la relation 



\ >. J _ îî*\ 7: I 

,W .V \ TT.Ç r(.V) 
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ar le changement de 5 en ^ -4- i , on trouve 






TZS 

sin — ces — 

2 2 



rios théorèmes connus 



SinTT* 



^)0sitifs, la for- 

à M. Ilurwitz 
-dire les relations 



)As\r,^l 
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sera négative (positive); d'où il suit que l'on a 

n ' _ sgn(.7;^ 

I j: H- m I' I x -f- //' 

en représentant, avec mon illustre maître, M. 
de a) l'unité affectée du même signe que la (|i 
Donc nous avons 

m 

(«*) D^9{x,s)=-s 2 



m =- r 



d'où il suit, au moyen de Téquation (i" 

ou, en désignant par K(x) un enlirr 
sîtive et moindre que Funité, 

Posant donc 

.i3i «'*l(./'. 

nous aurons 



En snhstiluant, dan 



s ( 



1 i\ 



Lr»>'^ \h^ U fol 



SUR UN 



PROBLÈME DE GÉOMÉTRIE, 



PAR M. ANDOYER. 



Au § XI du VIP Livre des Leçons sur la Géométrie y intitulé : Les sys- 
tèmes de points d'intersection des courbes non adjointes avec la courbe 
fondamentale; extension du problème de l'immersion, Clebsch s'occupe, 
en particulier, des systèmes de coniques qui touchent en quatre points une 
quartique à un seul point double. Le nombre de ces systèmes, qui est 32, 
se réduit, d'après Clebsch, à 3i si Ton considère seulement les systèmes de 
coniques proprement dites; le trente -deuxième système est composé de 
toutes les droites du plan, comptées chacune deux fois. Parmi ces trente 
et un systèmes, on en distingue aisément trente qui contiennent chacun 
quatre couples de tangentes doubles, chacune des seize tangentes apparte- 
nant à quinze de ces systèmes. Quant au trente et unième système, Clebsch 
dit simplement qu'il contient les six tangentes à la courbe issues du point 
double, comptées chacune deux fois. 

Dans un Mémoire intitulé : Recherches géométriques sur les quar- 
tiquesy en particulier au point de vue des coniques de contact, et inséré 
au tome LXXXVII des Sitzungsberichte de V Académie des Sciences de 
Vienne, M. Ameseder, après avoir rappelé que M. Brill a obtenu, dans les 
Mathematische Annalen, le même résultat que Clebsch, et par la même 
voie, ajoute qu'il est impossible que le trente et unième système, dont il a 
été question plus haut, soit composé de coniques proprement dites, mais 
qu'il est, selon toute apparence, identique avec le trente-deuxième, c'est- 
à-dire qu'il comprend toutes les droites du plan, comptées chacune deux 
fois. 

Je me propose de faire voir sommairement que ce système se compose 

III. — /ac. de T. D.I 
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non pas de toutes les droites du plan, comptées deux fois, mais des droites 
])assant par le point double, comptées chacune deux fois. 

Appelons, avec Clebsch, u^ et u^ les deux intégrales normales de pre- 
mière espèce appartenant à la courbe considérée; leurs périodes sont repré- 
sentées par le Tableau 

2 17: O ^,1 rtji 

o 217: a,, ajj. 

Appelons aussi u^ l'intégrale normale de troisième espèce, dont les deux 
points de discontinuité sont confondus avec le point double de la courbe; 
ses périodes correspondant aux précédentes seront o, o, A|, A,; elle a, en 
outre, la période 2/11. Soient a,, aj, aj, a, les points de contact d'une 
conique de contact particulière, et ar,, Xj, Xj, x^ ceux d'une conique de 
contact quelconque; on a, pour définir ces derniers points, les relations 



' = ' .X. 






.=1 »• 






2 / r/(/j=i(2£7:/Wj-h7iai,-h<7j«„), 



1=1 « 



1 = 4 






1 = 1 *' 



/;?,, /7?2, ^r,, ^2, g étant des entiers, auxquels il faut donner les valeurs o 
et I. Il y a donc 2^ ou 32 systèmes de coniques de contact. Le trente- 
deuxième système, composé des droites du plan comptées deux fois, cor- 
respond à /;/, = m.^ z= q^ = q^= fr = o. Le trente et unième correspond à 
/W| == ///a = fr^=z fr,^z= o cl g = ij c'est-à-dire aux équations 



(iUl = o, 

01, 









■>*i 

Si 



11 est donc clair que, seules, les deux premières de ces écjualions sont 
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^^, a^a, Xj^ les points d'intersection de la 

^lan; mais, si cette droite passe par 

^«5 points de discontinuité con- 

membre de la troisième 

^^ considérer comme 

'droites passant 

Vluit 

irs de 

iiactéris- 

M's courbes 

.«nt s'appliquer, 

i.il des courbes de 

1 lillcations analogues 

.rs Mémoires sur l'appli- 

' (^ sur les courbes planes 

ii< s ou elliptiques d'un para- 

.f// de C relie, 

- systèmes de coniques de contact 

il' s est i3 et non pas i5; on en déduit 

i 1rs formules de M. Cayley, qu'il y a 

point et 5 1 tangentes à une droite. 

lidiqués par Clebsch sont les faisceaux de 

'.il)les et comptées deux fois. De même, pour 

1 s doubles, le nombre des systèmes des coniques 

. 7 ; les trois systèmes à supprimer sont les faisceaux 

[rnx fois, ayant pour sommets les points doubles. Ce 

• 'plible d'être traité complètement d'une façon élémen- 

> [)résenter les détails de la démonstration, afin de lever, 

i objection qu'on pourrait faire au raisonnement qui nous a 

lis, objection consistant en ce qu'on peut demander de faire 

. dos équations qui définissent le problème, et de montrer qu'ef- 

.< nt ces équations admettent pour solutions nécessaires les deux 

^ du paramètre qui correspondent au point double. [^ 

ionsidérons une quartique à trois points doubles, définie, pour plus de 



I 






M înuu>ii5i ''C jinunô'iir Mimuo luii^ e a;* .^r^aend. Les trois intégrales de 
M'oijiièiih^ '«i^f^t^ iiMu v'*^ u»ini> ic iis4.viummte s^mt confondus iivec un 






■ r 



/ 



' 1. it 



•' f- 'ruiit\\o\\> lu MtMurMii* ^Mu. M t^"*<CMaui [jar .♦,• i^. ^j. 0, les valeurs 

•*' ':;i •.•r^^>îi«»iuti'Mi ui\ ï*'mi> u' 'Muiui i nie ooniijue particulière 

' , '.rf-riî , „ iut»>?irii »» , , , •'[«'< lui :^'î.HUKient aux points de 






ri 



f' ^f ■' ' *i..M-. .t ,,j j- .^,^ ;v:il j's 't:-r" 






D'ailleurs, ^i h.. U. f'ffTrr^^yur\(\fU\ m\\ points (WuV^-XM^KÙi^u rivr^c Li 

courbe d'iifi^- drMf/- <jM''l''''rr»''jr^/^, Kvpoîh^^se que hoim avor^ Ir droir de 
faire, on cormUif/- (fff lU fn^hf , f-u rn/'-rranf l^-* v^ileun de a. y. z d;iri- I »friia- 
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1 a 

. . . V4 = — I , 

— — » , 

- I 

- I. 



D. 



Meurs pu trouver direc- 



aux droites quelconques du 

•, si Ton prend un signe -h et 

droites passant par les points 



S, -^ 2^l/j^3> ^i 'l'ï's^i 



1, 






la combinaison — , —, -h ; on a 

84=-!, 

Sj — 83=10. 



D.(> ANDOYEB. — SUR IN PROBLÈME DE GÉOMÉTRIE. 

L'équation dont les racines sont /,, Z^, ^5, /, est donc 

é(juation qui admet les deux racines ± /, qui correspondent à Tun des 
])oints doubles. Il reste à vérifier, ce* qui n'olVrc* aucune difficulté, que les 
deux points qui correspondent aux deux autres racines sont en lip^ne droite 
avec ce point double. Il en est d<» même évidcMumenl pour les combinaisons 
analof^ues de signes. 

\jOs systèmes de coniques proprement dites ne correspondent donc qu'aux 
condiinaisons où figure au plus un sijj^ne — . 



^ 



SUR LE CERCLE 



CONSIDERE 



COMME ÉLÉMENT GÉNÉRATEUR DE L'ESPACE, 



PAR M. Eugène COSSERAT, 

Ai de- Astronome à l'Observatoire de Toulouse, 
Chargé d'un Cours complémentaire à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



INTRODUCTION. 

Les recherches sur l'espace cerclé semblent commencer avec le Mémoire 
de M. A. Enneper (*), dans lequel on trouve une classification complète 
des surfaces engendrées par le mouvement d'un cercle. M. Enneper, consi- 
dérant la situation relative de deux cercles infiniment voisins, parvient à 
séparer les surfaces cerclées en plusieurs classes : 

Les surfaces de la première classe sont celles pour lesquelles deux cercles 
infiniment voisins n'ont, en général, aucun point commun. 

Celles de la deuxième classe sont celles pour lesquelles chaque génératrice 
a un point commun unique avec la génératrice infiniment voisine. 

M. Enneper en donne la génération suivante : Sur une surface gauche, 
considérons deux courbes F, Fi, dont la seconde soit une trajectoire ortho- 
gonale des génératrices, et soient t:, t:, deux points de F, F,, situés sur la 
même génératrice; dans le plan mené par le point t: et par la tangente à la 
courbe F| en -«r,, décrivons, de u comme centre avec 1:7:1 pour rayon, un 
cercle; la surface engendrée par ce cercle est la surface la plus générale de 
la deuxième classe. On peut dire que le lieu du point commun à deux géné- 
ratrices infiniment voisines forme sur la surface une courbe à laquelle le 
cercle mobile reste constamment tangent. 



('; A. ExiiKPBB, Die cyklischen Flàchen ( Zeitschri/t fàr Mathematik und Phytik, 
p. 393; 1869). 
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Les surfaces cerclées de la troisième classe sont celles pour lesquelles deux 
génératrices infiniment voisines ont constamment deux points communs; 
la surface est Tenveloppe d'une sphère dont le centre décrit une courbe. 

Si les deux points communs aux génératrices infiniment voisines sont 
constamment confondus, on a deux nouvelles classes de surfaces : 

Ou bien le cercle mobile reste constamment osculateur à une ligne à 
double courbure : ce cas correspond aux surfaces de la quatrième classe ; 

Ou bien le cercle mobile reste tangent à une courbe et son plan passe par 
la tangente à la courbe décrite par son centre : ce cas correspond aux sur- 
faces de la cinquième classe. 

M. Enneper étudie, dans le même Mémoire, les surfaces cerclées minima 
déjà considérées par Riemann, et introduit la notion des lignes de striction 
des surfaces cerclées. Sur chaque génératrice existent quatre points où la 
génératrice est à une distance maxima ou minima de la génératrice infini- 
ment voisine ; les courbes déterminées sur la surface par ces points sont les 
lignes de striction; l'équation qui les détermine est analogue à celle qui 
permet d'obtenir la ligne de striction sur les surfaces gauches. 

L'étude des surfaces cerclées a été reprise par Laguerre (*), en introdui- 
sant une notion importante relative aux cercles et qui est due à Chasles. 
Etant donné un cercle dans l'espace, par ce cercle, on peut toujours faire 
passer deux sphères de rayon nul. M. Darboux a donné aux centres de ces 
sphères le nom de foyers du cercle (^). Un cercle est déterminé par ses 
deux foyers. Laguerre emploie la notation (/, f^ pour représenter le 
cercle dont les deux foyers sont/ et/', et donne la génération suivante des 
surfaces cerclées. Considérons une courbe gauche quelconque C et une sur- 
face réglée V, telle que chacune de ses génératrices rencontre cette courbe 
en deux points /,, / . Soient/ fK^fifi^ • • • ï^s génératrices de cette sur- 
face ; les cercles (/, , f\ ), (/, /j), ... engendreront une autre surface, que 
l'on dira dérivée de la courbe C. D'une même courbe donnée, on peut ainsi 
déduire une infinité de surfaces cerclées; chacune des surfaces dérivées cor- 
respond à un mode de groupement des points de la courbe C, défini par la 
surface V. Lorsque la courbe C est plane, les droites //' enveloppent une 



{}) Laguerre, Mémoire sur Remploi des imaginaires dans la Géométrie de l* espace 
(Nouvelles Annales de Mathématiques ; 1872). 

C) Darboux, Sur les relations entre les groupes de points, de cercles et de sphères 
dans le plan et dans V espace {Journal de Liouville, 2" série, t. I; 1872). — Sur une 
classe remarquable de courbes et de sur/aces algébriques, p. 25. 
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courbe qui peut servir à définir le groupement des points. Réciproquement, 
étant donnée une surface cerclée quelconque, on peut toujours la considé- 
rer comme une surface dérivée d'une courbe gauche; cette courbe est le 
lieu des foyers des génératrices circulaires de la surface, et la surface ré- 
glée V qui détermine le mode de groupement des points de la courbe est le 
lieu des axes des différents cercles. Nous verrons que la courbe G est une 
focale d'une quelconque des surfaces dérivées. 

I^es surfaces cerclées ont été considérées de nouveau par M. Demartres 
cjui a appliqué à l'étude de leurs propriétés infinitésimales la méthode ciné- 
matique Ç). M. Demartres a retrouvé les principaux résultats de M. Enne- 
per et en a ajouté beaucoup d'autres, parmi lesquels ce théorème fonda- 
mental : Chaque point pris sur l'axe d'une génératrice circulaire G est 
le centre d'une sphère tangente à la sur/ace en deux points de G, et 
toutes les cordes de contact sont concourantes. 

Les cercles de l'espace dépendent de six paramètres; on peut constituer 
des systèmes indéterminés de cercles, de même qu'on l'a fait pour la droite. 
Les premières recherches dans cette voie sont dues à M. Cyparissos Stepha- 
nos , qui a donné sans démonstration des propriétés des systèmes linéaires 
doublement indéterminés , ainsi que du pentacycle ou système de cinq 
cercles qui vérifient six équations linéaires (^). 

La voie à suivre dans l'étude des systèmes linéaires a été indiquée par 
M. Kœnigs (') qui, après avoir établi le théorème fondamental des recher- 
ches de M. Stephanos, a donné une proposition remarquable relative au 
système linéaire quintuplement indéterminé et découvert les invariants de 
ce système. 

Un cercle étant déterminé par ses deux foyers, on voit que la géométrie 
du cercle dans l'espace n'est autre que la géométrie de l'ensemble de deux 
points. On est ainsi amené, au début de l'étude du cercle, à considérer 
comme élément de l'espace le système de deux points auquel nous donnons 
le nom de double point. 



(') Demartres, Sur les sur/aces à génératrice circulaire (Annales de V École Nor- 
male, 3* série, t. II, p. laS). 

(') Cyparissos Stephanos, Sur une configuration remarquable de cercles dans l'es- 
pace (Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, t. XCIII, p. SjS). — Sur 
une configuration de quinze cercles et sur les congruences linéaires de cercles dans 
l'espace (Comptes rendus, t. XGIIf, p. 633). 

(>) G. Kge.nigs, Contributions à la théorie du cercle dans l'espace (Annales de la 
Faculté des Sciences de Toulouse, t. II). 
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PREMIÈRE PARTIE. 



» » 



PROPRIETES INFINITESIMALES DU PREMIER ORDRE 

DE L'ESPACE CERCLÉ. 



I. — Les corrélations anharmoniques; leur rôle dans les propriétés 

infinitésimales de l'espace cerclé. 

Considérons comme élément de l'espace l'ensemble de deux points auquel 
nous donnerons le nom de double point; la droite joignant les deux points 
sera la droite du double point. 

Appelons couple le système formé par Tensemble d'un double point et 
d'une sphère menée par ce double point; nous désignerons le double point, 
formé de l'ensemble des deux points a,, a^^ par a. Un couple pourra se dé- 
signer par la notation (a, a), où a est le double point et a la sphère du 
couple. 

Appelons couple simple le système formé par l'ensemble d'un point et 
d'une sphère menée par ce point ; nous désignerons un couple simple par la 
notation (a, a), où a désigne le point et a la sphère du couple. 

Un couple sera dit situé sur un cercle C, ou bien le cercle C sera dit ap- 
partenir au couple, si ce cercle est sur la sphère a du couple et passe par le 
double point a de ce couple. Les mêmes expressions, employées à l'égard 
du couple simple, auront une signification semblable. 

Lorsque nous considérerons sur un même cercle plusieurs doubles points, 
nous les concevrons en général de la manière suivante : choisissons dans le 
plan du cercle un point P et menons par ce point une sécante; elle coupe le 
cercle suivant un double point; en faisant tourner la sécante autour de P, 
nous aurons diflerents doubles points. On peut ainsi envisager le cercle 
comme engendré par un double point, la droite de ce double point passant 
par un point fixe P. 

Etant donnés quatre doubles points ainsi déterminés a, 6, c, rf, leur rap- 
port anharmonique (a, i, c, d) sera le rapport anharmonique des quatre 
droites de ces doubles points. 

Quatre couples (a, a), (6, P), (c, y), (rf, S) étant situés sur un même 
cercle, on dira que ces couples sont en j^elation anharmonique ^ s'il y a 
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le plan du cercle, les coordonnées étant rectangulaires. Les équations de la 
génératrice de la surface cerclée seront 

jc^ -h y^ -h z^ -{- a X -h by -h c =i o ; 

a, bj c, a, p, Y sont des fonctions d'une même variable X, les fonctions a, 

P, Y s'annulant simultanément avec la variable. Le développement en série 

donne 

a = a, X -h a', X' -h ... , a = a^ -h aj X -f- a\ X* -h . . . , 

(3=z:(3,X-h(3;X*H-..., 6 = 6o-+-^>iX-h^',X»-h..., 

y =: yi X + y', X* -h . . . , c =: Cq -f- c, X -t- c\ X* -h . . . . 

(Cherchons les points (x^ y^ o), où la sphère 

<|ui passe par le cercle C, touche la surface. 
Posons 

M = a^x -\- b^y -h c,, 

Q — a, ^4-^,7-4- yi. 

Les coefficients directeurs de la normale à la surface au point {pc^y^ o) 
sont proportionnels à 

IX -^a^, 2j-h6o, TT- 

Ceux de la normale à la sphère sont proportionnels à 
Ecrivons que ces deux normales sont confondues; il vient 

Nous retrouvons donc ce théorème, dû à M. Demartres (*) : 

Chaque point pris sur l'axe du cercle C est le centre d'une sphère 
tangente à la surface cerclée en deux points de C ; toutes les cordes de 
contact sont concourantes. 



(*) Deuartres, Sur les surfaces à génératrice circulaire (Annales de V École Nor~ 
maie, 3*" série, t. II, p. i23). 
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soient proportionnels au\ déterminants analogues, en sorte qu'on ait 

les couples communs aux deux corrélations correspondant au même point P 
seront les couples de raccordement des deux surfaces. 

Si, de plus, tous les déterminants compris dans la matrice 

«1 ^i «1 Pj 

^2 ^2 <^2 (^S 

sont nuls, les deux corrélations coïncident; les deux surfaces eerclées sont 
tangentes tout le long du cercle C. 

Réciproquement, si deux surfaces cerclées sont tangentes le long du 
cercle C, les points P, P,, qui leur correspondent, sont confondus et, de 
plus, les deux corrélations coïncident. 

Ceci posé, on aperçoit immédiatement que les conditions qui corres- 
pondent à ce cas particulier peuvent s'écrire de la façon suivante : 

«fi=f^«i, ^2=ft^i» Ci~ixCi, «j^z^ai, (3,= ^?,, yj = ^yi. 

On a, par suite, la conclusion suivante : 

Considérons le cercle C, qui a pour équations 



:; = o, 



Jo^-hf^-haoX-^ boy -hCo= o. 

Si on laisse «o? ^o? ^o ^^ «,, &,, c,, a,, p,, y^ invariables, et que l'on 
attribue aux constantes a'^ a'^, . . . , p'^ , p'^, . . . , Yi > Y2) • • • ? ^\ ? ^25 • • • 5 f^\ ? 
6, , . . . , c, , c^ , . . . telles valeurs que l'on voudra, les développements suivants, 
où X est une variable indépendante, conviendront à toutes les surfaces cer- 
clées tangentes entre elles tout le long du cercle C. 

y =: y, X 4- y'^ X» 4- ... ; c = Cq -h C, X 4- c'i X' -+- 

Or attribuons à 1 une valeur infiniment petite s; en négligeant les termes 
du second ordre, on a 

a = ai£, ^ — ^i£, y — y^t, a = ao4-flri£, b — b^-^b^z, c;=ro4-c,£. 
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.M.iiclaat est infiniment voisin du cercle C, et, comme il 

. ^/ . on en conclut qu'il est commun à toutes les sur- 

i/ W(''fînisserkt la même corrélation sur le cercle C; c'est ce 

\ »/ jiner en disant qu'une corrélation anharmonique sur un 

i->i)<)ncl à un cercle de l'espace infiniment voisin du cercle C. 

iii^un point de Vespace infiniment voisin d'un point fixe définit 

1 issu-c de ce point, et que, inversement, la considération de 

on pent souvent être substituée à celle du point voisin, de 

Vespace cerclé, un cercle infiniment voisin d'un cercle définit 

corrélation anharmonique dont l'emploi peut remplacer celui 

4\T\\iïient voisin dans un grand nombre de questions. 

k \a représentation analytique des cercles et des corrélations 

NccîSSî^^^^\yV^^ de Vespace forment un système sextuplement indéterminé; 

\>"^ ^ Y ^-pcnd de six paramétres 
lin ^^^ 



II* 



u 



19 



u 



tt 



u 



69 



,. gagnerons ce cercle par la notation (w). 



'^^ ^ -ercle infiniment voisin du cercle (w) a pour coordonnées 



Mi 



Aw/, 



ou 



en 



négligeant les termes du second ordre. 



On peut le désigner par le symbole {u -^^ du). 
Chaque système de valeurs des rapports 

du^ : du^ : ... : du^ 

fl 'finit uï»^ cercle infiniment voisin du cercle (w) et, par suite, une corréla- 

\\on anha-ï'iïioi^îq^G sur ce cercle. Si /,, t,^^ . . ., t^ sont des quantités yï/ztV'.v 

^QpQftio nnelles à du^^ du^y ..., rfwo, on pourra dire que les quantités / 

sont les «coordonnées homogènes d'une corrélation anharmonique sur le 

cercle (« > 

Les cc^rrélations anharmoniques sur un cercle donné (u) forment une 

quinlupl^^^ infinité. Une équation entre les coordonnées d'une corrélation 

représente une série quatre fois indéterminée de corrélations; deux équa- 
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lions représentent une série trois fois indéterminée, etc. Si toutes les équa- 
tions sont linéaires, on a des systèmes linéaires de corrélations que nous 
représenterons par les symboles M,, M,, M^, M,, Mo, Tindice indiquant 
rindétermination du système. 

Revenons à la corrélation sur le cercle G, défini par les équations 

c :=o, 

alîn d'étudier tous les cas qui peuvent se présenter. 
Etant donnée la sphère 

les points de contact avec la surface s'obtiennent, ainsi qu'on Ta vu, en 
coupant le cercle par la droite qui a pour équation dans le plan des xy 

en posant 

M = ûT, J7 4- b^y -H c,, 

Supposons d'abord que les deux droites M = o, Q = o soient distinctes : 
<.»lles se couperont en un point P. 

Le cas général est celui où le point P est (juelconque. 

Si le point P est sur le cercle, on dira (jue la corrélation est singulière. 

Le point P, considéré comme double point (la droite du double point 
étant la tangente au cercle), et la sphère correspondante constituent le 
couple singulier. 

Supposons maintenant que tous les déterminants déduits du Tableau 

«1 Pi "/i 
a, ^1 c, 

soient nuls. 

Dans ce cas, les couples formés par les sphères tangentes et les doubles 

points de contact se composent, ou bien d'une sphère Gxe et d'un double 

point quelconque, ou bien d'une sphère quelconque et d'un double point 

lixe. Si ce dernier double point est formé de deux points distincts, on peut 

dire que la corrélation est doublement singulière; s'il est formé de deux 

points confondus, la corrélation sera triplement singulière. 
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II. — La forme fondamentale et les systèmes adjoints. 

Lorsqu'on adopte comme élément générateur de l'espace une courbe 
dépendant de /i 4- i paramètres w,, «3, ..., w^^-n la rencontre de deux 
éléments inflniment voisins s'exprime par l'évanouissement d'une forme 
M(u\du) des (n -+- 1) différentielles des (n -h i) paramètres dont dépend 
l'élément. Cette forme joue un rôle fondamental dans la géométrie des sys- 
tèmes de courbes que l'on peut former avec l'élément considéré. 

M. Kœnigs, à qui l'on doit la notion de la/orme fondamentale M( w | du), 
a montré que, si le nombre des paramètres est supérieur à quatre, cette 
forme fondamentale présente des particularités caractéristiques ( * ) : l'une 
de ces particularités consiste dans l'existence d'un système adjoint composé 
de (n — 2) formes. Il nous est nécessaire de rappeler comment M. Kœnigs 
établit ce point. 

Supposons les équations de l'élément considéré mises sous la forme 

/ = ?(-!"). 

Convenons d'une façon générale de la notation suivante; étant une 
fonction de w,, Wj, . . ., W;,^.,, nous poserons 



O.t 



dO ÔO 09 

3 — ^i "^ 3 — ^j -+-... -+- -5 



Si les courbes (u) et (u -h du) se coupent au point {oc, y, z), on a 



fydu 



9, ^w 



1=0, 



= 0. 



En éliminant z entre ces deux équations, on trouve une forme homogène 
des différentielles du, dont les coefficients dépendent des u. Désignons par 
^l{u\du) cette forme qui n'est définie qu'à un facteur près, indépendant 
des différentielles. Au lieu des du, introduisons des quantités finies /,, 



(*) G. Kœ.Nius, Sur une classe déformes de différentielles et sur la théorie des sys- 
tèmes d* éléments (Acta Mathematica, t. X). 
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lions ivprôsciilolU une série trois fois indéterii 
lions sonl linéaires, on a des systèmes linén 
reprêsenlcîrons par les symboles M,, M,, V 
rindélonnination du système. 

Revenons à la corrélation sur le cercle (1. 



5 = 0, 

alin d'étudier tous les cas qui peuvent s 
Mlant donnée la sphère 

a:' 4- r* -H 5' H- ^. 

les points de contact avec la surlV. 
coupant le cercle par la droite qui 



[*n posant 







I» !• 



Supposons d'abord que l(*s 
elles se couperont en un poii 
Le cas général est celui oi 
Si le point V est sur le 
L(» point P, considéré 
étant la tangente au en 
rouph sinffulirr. 
Supposons mainlenai 



, , .ousUlùralion 
,,;,.,, comme con- 

;. s /aaimi m. espace 
,i Vôciualion est 
^ ucronpcuiain-A- 

.^N on rogardunl los « 



o. 



]- 



o; 



• I 



««> * 



soient nuls. 

Dans ce cas, bvs 
points de contact 
point quelconipir. 
Ii\e, Si ce dernir 
dire cpie la con 
points confoudi 



^^i ■ '' 



, > lo conlacl de rospace linéaiiv à 



. ^ ri.»'.M^^^ 



^ ' 



^\ 
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'Um 






>. 



(^9 ' 



du„ 



+1 



'S 



Il Ire les quantités T*, dont 

in'ons 

01L„_,(«|T') = o. 
( // — 2) équations est le système 



(11* ce système adjoint dans l'étude du 

H' relation entre les (/^ -h i) paramètres 

- (Tailleurs plus loin. 

t'iil intérêt à attacher au système de courbes 

/ , , Wo, . . ., Un^^ un système adjoint qui pourra 

■ :ii sera composé de (n — k — i) formes. 

' oiilact d'un espace linéaire k (n — A) dimensions 

) — o, nous avons à éliminer ^,X, [jl,, [jlj, ..., fX;^ 



r 



j 



y./r;4-...4-/JL;,Tj^ __ |UL,T^-h^,TÎ-H...-+-fJiATt- __ 









H-l ^/I4-1 



l^kTU^ 



à/ 



àu^^i 



db 



àUn 



-Hl 



obtenons (/i — k — i) équations homogènes entre les quantités 
. 1 S que nous écrirons 



m;,(«|TSTS ...,T*) = o, 



OlIv,_,._j(«|TSTS ...,T^)zz:o. 



■' système des premiers membres de ces équations est le système adjoint 
l»' /i^*""** espèce, composé de (/i — k — i) formes. 

Considérons le cas particulier de l'espace cerclé. 

Si nous prenons pour coordonnées du cercle les coefficients a, 6, c, a, p, -j' 
dans les équations 

ax -h (3 y -h y — s :=! o, 
x^-^ y^-\- z^-i- ax -^ by -^ c:=^o 



f 



r 






f- 



; 



f 

r 



I 

I . 

I f 



y 



\ 

r 
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/., . . ., /«^i et considérons la forme 

M(«|0, 
qui provient de Télimination de z entre les équations 



(A) 



I [ai 



(p, / 



= o, 



=:0. 



Pour interpréter ces équations, M. Kœnigs fait usage de la considération 
des espaces à plusieurs dimensions. Regardons les quantités u comme con- 
stantes, et les / comme les coordonnées linéaires homogènes d'un point d'un 
espace à n dimensions. Une équation homogène entre les / définit un espace 
à (/^ — i) dimensions que Ton peut appeler une sur/ace; si l'équation est 
linéaire, on a un espace linéaire à (n — i) dimensions que l'on peut appeler 
un plan. 

Ceci posé, dificrentions totalement les équations (A), en regardant les u 
comme constante, il vient 



d'où, en posant 



on conclut 



à f.t 


ôz 


à 9,/ 



ôz 



dz 



\f.dt 



= o, 



(iz 4- 



9,^// 



nzo; 



L^ 






Ôz 



9»^ 



ôz 



y^ 



9, dt 



r= o. 



Par conséquent, si nous exprimons le contact de l'espace linéaire à 
(n — \) dimensions 



avec la surface 



r, /j 4- Tj /j-h. . .H- T^^., tn-^\ — 



M(wl = o, 



o 
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trois formes quadratiques 

N,(^w), ^t{du), N,(r/w). 

Si Ton exprime que les deux points de rencontre sont confondus, on a 
une nouvelle condition 

P(du) — o; 

la forme P(du) est une forme quadratique des différentielles. 

Si l'on se reporte à ce que Ton a dit sur les corrélations et si Ton consi- 
dère une corrélation anharmonique sur un cercle, on voit que : 

i*' L'évanouissement de M(^) exprime que la corrélation est singulière; 
le cercle (u -h du), qui la détermine sur le cercle (w), rencontre ce cercle 
en un point; 

2° L'évanouissement simultané de N<(/), ^2(0^ ^z(0^ 4^^ équivaut à 
deux conditions, exprime que la corrélation est doublement singulière; le 
cercle (w -+- du), qui la détermine sur le cercle (w), rencontre ce cercle en 
deux points. 

Les cercles («) et (u -i- du) ont ainsi un couple commun (a, a). Ce 
couple est le couple singulier de la corrélation doublement singulière. 

Tout couple d'une corrélation doublement singulière admet pour un de 
ses éléments (double point ou sphère) au moins un des éléments du couple 
singulier. 

3^ L'évanouissement simultané de N|(/), N2(^), N3(/), P(/) exprime 
que la corrélation est triplement singulière. 

Nous pouvons maintenant compléter ce que nous avons dit précédem- 
ment. On est amené à la classification rationnelle des surfaces cerclées due 
à M. Enneper et fondée sur la situation relative de deux cercles infiniment 
voisins : 

Première classe. — Deux cercles infiniment voisins n'ont, en général, 
aucun point commun. 

Deuxième classe. — Chaque génératrice a un point commun unique 
avec la génératrice infiniment voisine; les points communs forment sur la 
surface une courbe à laquelle le cercle mobile reste constamment tangent. 
Nous donnerons, d'après M. Darboux, le nom d'arête de rebroussement de 
la surface à cette courbe. 

Troisième classe. — Deux génératrices infiniment voisines ont constam- 
ment deux points communs. Le cercle mobile reste constamment tangent à 

m. — Fac. de T. E.3 
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deux directrices curvilignes ; chaque génératrice est une ligne de courbure de 
la surface. 

Quatrième et cinquième classes. — Les deux points communs se con- 
fondent. 

Arrivons maintenant au système adjoint de première espèce et prenons 
encore les équations du cercle sous la forme 

Uix -\- «,/ -h wj — -s = o, 

X* 4- /' -h 5* H- 1/4^: -H u^y -I- «e = o. 

Posons 

D = Ui{2y -^ Ut) — Ut{2x -+- «4), 

R=— (27-4- Ui)-h X(aa?4- «4)» 
S = Wi — Xw,; 

on trouve, par un calcul facile, 



Oui Oui 


K 


ôx ^ ây 


s 


ôx . dy 


R 


ôx ^ y ày _ 


s 


àx ^^ ây 


II 


àx _^yày _ 


s 
" I)' 



Le système adjoint s'obtient, par suite, en éliminant x^ y entre les rela- 
tions 

T, _T4 
T3 -ï/ 

-îî-ïi 

J'H- r-4- (MivT-f- M,J -f- "3)*-+- it,,X ^ "57-1- '/6=0. 

On a trouvé, pour une expression de la forme fondamentale, 

M(f/|r^/)=::0(M|N) = Nî-^NÎH-(wjN,-^w,N,4-N^)'H-//4N,N,-i-//5N,N,H-i/*N;, 
en y faisant A* = i et posant 

N 1 ( // 1 f/M ) — N , ■=-. du^ du^ — du^ du^y 
Nj ( // 1 du ) — N, ^ dui du^ — du^ du^y 
Nj ( w I du ) = N3 =: dux du^ — dux du^. 
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Les équations du système adjoint de première espèce apparaissent donc 

sous la forme suivante : 

N,(e/|T)=o, 

N,(w|T)=io, 
N,(e/|T) = o, 
Q(u\T):=o. 

Les trois premières équivalent à deux équations. 

III. — Les surfaces de singularités. 

On connaît l'importance qu'il y a, dans la théorie des systèmes de droites, 
à associer à chaque système une surface qui, pour le complexe, est la sur- 
face de singularités et, pour la congruence, la surface focale. 

Lorsqu'on aborde la théorie des systèmes de courbes construits avec un 
élément donné, on est amené à chercher s'il n'est pas possible d'associer à 
chaque système une surface jouant le rôle des surfaces précédentes. 

La question a été résolue depuis longtemps par M. Darboux en ce qui 
concerne les congruences, c'est-à-dire les systèmes de courbes dépendant 
de deux paramètres a et 6 (* ). M. Darboux, considérant les équations 

/(J7,7, 5, «, 6) = o, 

d'un système de courbes dépendant de deux paramètres a et 6, remarque 
que, si l'on exprime que l'une des courbes du système passe par un point M, 
ad b seront, en général, déterminés. La condition que le plan tangent en 
M à une surface soit tangent à l'une des courbes qui y passent conduit à 
une équation aux dérivées partielles qui se décompose en équations linéaires. 
L'intégrale générale est formée des courbes pour lesquelles b est une fonc- 
tion de a. 



Si, entre les équations 



(a) /=o, 9 = o, 



àf df 

ôa ôb 

^9 "~ ^9 ' 
da ôb 



(*) Darboux, Mémoire sur les solutions singulières des équations aux dérivées par- 
tielles du premier ordre et Leçons sur la théorie générale des surfaces. 
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on élimine a et 6, on obtient une surface qui est la surface focale du 
système de courbes: c'est la solution singulière. Cette surface focale est l'en- 
veloppe de toutes les intégrales générales et peut être considérée comme 
lieu des intersections successives de deux courbes infiniment voisines du 
système; toutes ces courbes lui sont tangentes en un nombre limité de 
points; les points de contact de Tune des courbes avec la surface focale s'ob- 
tiennent en résolvant les équations (a) dans lesquelles a cl b ont reçu les 
valeurs qui correspondent à la courbe considérée ; ces points portent le nom 
de points focaux . 

Ce point rappelé, supposons qu'on adopte comme élément une courbe 
dépendant de (n -h i) paramètres W|, w^, . . ., W;,^, et dont nous prendrons, 
comme précédemment, les équations sous la forme 

(l) < 

( /=i9(5|w). 

Désignons par S^,, S„_<, ..., S;,.^^.,, ..., S,, S© les systèmes de courbes 
que l'on peut former avec l'élément considéré, l'indice indiquant l'indéter- 
mination du système. Nous avons vu ({u'à chacun des systèmes S^,, S;,_|, ..., 
S3 on pouvait faire correspondre un système adjoint de la forme fonda- 
mentale ; c'est par l'interprétation géométrique des équations qui conduisent 
à ces systèmes adjoints que nous parviendrons aux surfaces de singularités 
des diflérents systèmes de courbes. 

Considérons le système S„_;t+| défini par les A" relations 

entre les paramètres u^^ Wj, ..., w,,^,, et supposons que k soit inférieur à 
(n — i). A ce système correspond le système adjoint de /r*^"*® espèce com- 
posé des (/^ — /c — i) formes que nous avons représentées par les symboles 

Eliminons >3, X, [jL|, (JI2, . . ., jx^^ entre les équations 

[1, h [Xi ^ h . . . 4- ;jla: -i — [Xi -^ h AXa -. — = h . . . 4- Ua l 



ÉL^l^L J^-^l ^^ 



±1. 



àth âUi Olin-i-i diin^x 
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nous obtenons les (/i — ât — i) équations 

^ \ I aw au ou/ \ ou ou ou) 

Les courbes du système S;,_;^^| qui satisfont à ces relations sont les courbes 
singulières. 

Si Ton élimine les paramètres X, [x,, [jia, ..., (ji^, a,, ..., «^^., entre les 
équations (i), (2), (3), on obtient généralement une seule équation 

entre x^ y, z. La surface représentée par cette équation est la surface de 
singularités y et l'on peut énoncer la proposition suivante : 

Les courbes singulières forment une congruence et sont tangentes à 
la surface de singularités qui est une des nappes de la surf ace focale de 
la congruence. 

Il suffît, pour s'en convaincre, de considérer le mode de formation des 
équations (4) et de remarquer que, si 

9(07,7,2, a, 6) = o 

sont les équations d'une courbe dépendant de deux paramètres a et i, les 
points focaux s'obtiennent en adjoignant à ces deux équations celle qu'on 
forme en annulant le déterminant fonctionnel des deux fonctions /et ^ par 
rapport aux variables ael b. 

Nous avons défini les courbes singulières et la surface de singularités de 
l'un quelconque des systèmes S;,, S;,_|, ..., S3; pour le système général 
S;,-.A-Hi , il nous a suffi d'adjoindre aux équations (i) et (2) les équations (3). 

Que deviennent ces notions lorsqu'on considère le système Sa? Dans ce 
cas, ona k = n — i, et les équations (3) constituent la condition nécessaire 
et suffisante pour que le déterminant fonctionnel des (n-h i) fonctions /, 
ç, G^, O2, ..., G;i_, par rapport aux (n-h i) variables w<, u^j ..., u^+i soit 
nul; l'élimination des paramètres z, X, [jl^, . . ., [x^,.,, m,, . . ., u„^t entre les 
équations (i), (2), (3) conduit donc, dans ce cas, à la surface focale de la 
congruence. 

Ainsi la surface focale apparaît comme la surface de singularités de la 
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congrucnce pour laquelle on peut dire que tous les cercles sont singu- 
iers. 

Revenons à la surface de singularités du système général S,i_a+-i ? l'indice 
k pouvant prendre maintenant les valeurs i , 2, 3, . . ., (/i — i), et cherchons 
le plan tangent en un point de cette surface. L'équation de la surface de sin- 
gularités s'obtient en éliminant X, jjl^, . . ., (Xy^, w^, . . ., u^^^ entre les équa- 
tions (i), (2), (3); on peut se dispenser d'effectuer cette élimination en 
convenant de conserver toutes ces équations et d'y regarder X, [x,, . . ., jx^, 
M, , . . ., Un^^ comme des fonctions à déterminer; le plan tangent à la surface 
de singularités s'obtiendra alors en différentiant les équations (i), (2), (3), 
dans lesquelles on considérera X, (x,, ..., [X;^, w,, ..., u^^^ comme des va- 
riables; or différentions les équations (1), et formons la combinaison 

dx -h'k dy. 
En vertu des équations (2), (3), il vient 



,..H-W^ = (| + ,.^).. 



Cette équation qui définit le plan tangent conduit naturellement aux pro- 
priétés générales des surfaces de singularités. 

Considérons un système S^j.^ défini par les équations 

^!=0, 01= o, ..., 0A = O, Bk^x — o 

et le système S^.a^., défini par les k premières de ces équations 

envisageons une courbe singulière de S«^^_^.<, vérifiant 0^^_, = o; il apparaît 
immédiatement que ce sera aussi une courbe singulière du système S„_^; de 
plus, le point de contact avec la surface de singularités et le plan tangent en 
ce point seront identiques pour les deux systèmes ; ceci est applicable à toutes 
les courbes singulières de S;,.;^^., qui vérifient l'équation 0;^^., = o et qui for- 
ment une surface; on a donc la proposition suivante : 

La surface de singularités cVun système S,,_^ contenu dans le sys- 
tenir S„_/t^, f^st circonscrite à la surface de singularités de S;,.^^.,. 
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On peut donner à cette proposition d'autres formes, par exemple, la sui- 
vante, qui nous sera utile : 

La surface de singularités d'un système ^^-k ^st une enveloppe des 
surfaces de singularités des systèmes ?>n-k^\ qui contiennent ce sys- 
tème ^n-k* 

Considérons maintenant un système S;,«^, défini par les équations 

et le système ^^n-k^^i défini par les (/r — i) premières de ces équations 

0,=zzo, 0j=o, ..., Qk-\ — o. 

Une courbe singulière de S;^_A^.2, qui vérifie les équations 0^ = o, ^^^.^ = o, sera 
aussi une courbe singulière de ^n-k- De plus, le point de contact avec la 
surface de singularités et le plan tangent en ce point seront identiques pour 
les deux systèmes. Ceci est applicable à toutes les courbes singulières de 
Sn-*^-2î qui vérifient les équations 6)t= o, 0)t^< = o et qui sont en nombre 
limité. On a donc la proposition suivante, qui peut d'ailleurs être considérée 
comme une conséquence du théorème précédent : 

La surface de singularités d'un système ^n-k^ contenu dans le sys- 
tème S„_A+2? ^^^ tangente en un nombre limité de points à la surface de 
singularités de S„_yn.2. 

Ou encore : 

La surface de singularités d'un système ?ia-k ^^^ ^^^ enveloppe des 
surfaces de singularités des systèmes ^n-k-^^ ?^^ contiennent ^n-k- 

Les théorèmes précédents s'appliquent au système S|, si l'on prend pour 
surface de singularités de S< la surface sur laquelle sont réparties toutes les 
courbes de S, ; il suffit, pour s'en convaincre, de répéter les mêmes raison- 
nements. On a ainsi les théorèmes suivants qui, lorsqu'on prend comme 
élément la droite, deviennent les théorèmes connus relatifs aux systèmes de 
droites : 

La surface de singularités d'un complexe {ou système triplement 
indéterminé) de courbes est circonscrite à la surface focale de toute con- 
grue nce de ce complexe. 
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La surface de singularités (Tun complexe de courbes touche en un 
nombre limité de points toute surface du complexe. 

La surface focale d'une congruence est circonscrite à toute surfeuse 
de la congruence. 

On connaît la proposition qui établit un lien entre la surface de singula- 
rités du complexe de droites et les cônes du complexe. Nous devons mon- 
trer qu'elle n'est qu'un cas particulier d'une proposition générale relative 
aux systèmes de courbes. 

Considérons d'abord une congruence, une courbe C de cette congruence, 
et soit P un point de contact de C avec la surface focale ; les courbes de la 
congruence passant par un point de l'espace forment un système S©- Si le 
point de l'espace tend vers le point P, deux courbes de S© tendent à se con- 
fondre avec C; on peut dire que C est une ligne double du système S© cor- 
rrs[)ondant à P et l'on a la proposition suivante : 

Les courbes d'une congruence passant par un point P de V espace for- 
ment un système So ; le lieu du point P, tel que l'une des courbes pas- 
sant par ce point soit une ligne double de S^, est la surf ace focale de la 



congruence. 



I Si Ton considère maintenant un complexe, il résulte immédiatement de 

la définition de la surface de singularités la proposition suivante : 



Les courbes du complexe, passant par un point P de l'espace^ for- 
ment un système S, de courbes reparties sur une surface à point co- 
nique 2, ; le lieu du point P, tel que Vune des courbes passant par ce 
point soit une ligne double de la surface S,, est la surface de singula- 
rités du complexe. La courbe qui forme la ligne double est une courbe 
singulière. Les surfaces S, à point conique^ qui dépendent de trois pa- 
i ' ' ramètreSy ont néanmoins une enveloppe qui est la surface de singula- 

rités du complexe. 

Il n'y a aucune difficulté à étendre ce théorème aux systèmes généraux 
de courbes : il suffit de généraliser les notions bien connues relatives aux 
droites doubles des congruences et complexes de droites. 

Soit un système S;,.;^^.^ , défini par les A* équations 



I n 
11'- 



G, ZITO, ^2 = 0, ..., Oyi.==0. 
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1 T 

ne courbe (u -v- du)^ infiniment voisine d'une courbe («) du système et 
^appartenant à ce système, vérifie les équations 



^,, du\ =o, 



Q^\du 



= 0, 



Okjdu 



— o. 



J^a courbe (^u) g^pa une courbe double du système Srt-y^^-n si ce système 
d'équations est indéterminé. 

C^ette définition posée, on a la proposition suivante : 

Les courb^:^s d^un système S^^^^-i > passant par un point P de Vespace^ 
forment un .système S„.)t_, ; le lieu du point P, tel que l'une des courbes 
passant par^ ce point soit une courbe double du système S^-a-i, ^^^ ^^ •^"''" 
face de sir^gularités de ^^-k^-K- La courbe double est une courbe singu- 
lière de S 

Si J'en considère une courbe double d'un système, pour tous les systèmes 
compris ^ans le premier et contenant cette courbe, elle sera également une 
courbe double. 

Vaï particulier, les surfaces à point conique, relatives à tous les points 
d'une courbe double d'un complexe, admettront toutes cette courbe pour 
ligne double. 

IV. — Les systèmes de cercles. 

Sur/aces cerclées. 
Une surface cerclée est représentée par les cinq équations 

Un cercle (m -h du), infiniment voisin d'un cercle (u) de la surface et ap- 
partenant à cette surface, vérifie les équations 



^i.du 



= o. 



9iy du 



= o, 



e,,du 



= 0, 



9^9 du 



= o, 



e,, du 



o. 



Appelons Aa le déterminant obtenu en retranchant la colonne d'indice a 

ni. — Fac. de T. E./j 



'4 
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dans le Tableau : 
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du^ dui du^ du 



• •• ••• •• 



dô^ dOt dO^ dB^ dB 

dB^ 
dux 

dBj, 

du y 

dB^ 
ôu^ 

dB, 
âui 



dB^^ 

dB^ 
dti^ 



dB, 
du. 



On déduit des équations précédentes 



dtt\ 



AT 



du, 



On peut considérer les A comme les coordonnées homogènes de la corré- 
lation relative au cercle (w), c'est-à-dire de la corrélation anharmonique 
que la surface définit sur ce cercle, en vertu du théorème sur la distribution 
des sphères tangentes. 

Posons I = M (A) et considérons les cercles de la surface pour lesquels la 
quantité I est nulle. On a I = o quand tous les A sont nuls, et alors le 
cercle (u) est une ligne double de la surface. Ecartant ce cas, Téqua- 
tion I = o exprime qu'autour du cercle (u) la surface cerclée se comporte 
comme une surface de la deuxième classe : les normales le long du cercle 
rencontrent, outre l'axe de ce cercle, une droite fixe, etc. 

On voit, de plus, que la condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
surface cerclée soit une surface de la deuxième classe, c'est que l'équation 

1 = 

soit vérifiée par tous ses cercles, sans que les déterminants A soient tous et 
toujours nuls. 
Posons 

Jl=N,(A), J,r:zN,(A), Ja=N,(A). 

Pour certaines surfaces, il existera des cercles de la surface pour lesquels 
les deux conditions obtenues en écrivant 

Jl^=:0, Jj=:0, Jjz=0 



] 



^^ 
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seront vérifiées. Ces équations expriment qu'autour du cercle (u) la surface 
se comporte comme une surface cerclée de la troisième classe. Ainsi, les 
normales correspondant aux points de la génératrice forment un cône de 
révolution, et cette génératrice est une ligne de courbure de la surface. 

Si, de plus, la condition P(A) = o est vérifiée, la surface se comporte 
comme une surface de la quatrième classe, ou comme une surface de la cin- 
quième classe. 

Nous voyons en même temps que les conditions nécessaires et suffisantes 
pour que toutes les génératrices soient des lignes de courbure s'obtiennent 
en écrivant que les deux conditions qui résultent de 

J,=z J,= Jj^r o 

sont vérifiées par tous les cercles, sans que les déterminants A soient tous 
et toujours nuls. 

Deux surfaces cerclées qui, sur un cercle, définissent la même corré- 
lation, se raccordent suivant ce cercle. Parmi les surfaces qui, suivant un 
cercle, se raccordent avec une surface cerclée donnée, on peut distinguer 
les cyclides de raccordement. Voici comment on les obtient : 

Soient (a, a), (6, P), (c, y) trois couples de la corrélation relative à un 
cercle {u) d'une surface cerclée; soient A, B, C trois cercles appartenant 
respectivement à ces couples. La cyclide engendrée, suivant le mode de 
génération de M. Gasey, en prenant les trois cercles A, B, C pour direc- 
trices, est de raccordement. 

On voit ainsi que ces cyclides sont triplement indéterminées. On peut, 
en effet, les envisager comme des cyclides passant par deux cercles (w) et 
(w -h du) infiniment voisins. 

On pourrait définir les cyclides de raccordement en les considérant 
comme des anallagma tiques. Ce point a été traité par M. Demartres. 



Congruenccs de cercles. 



Une congruence est définie par quatre équations 

Si (w) et (w -h du) sont deux cercles infiniment voisins de la congruence. 
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on a 



Ot^/ii/\^=z Of ^5, fJfj 



— o. 



^indu 



= o. 



5i,^ii 



= o 



ou, en introduisant les coordonnées / d'une corrélation 



I ^f, / 1 — o, I (;., / [ = o. 



^a»f I = O, 



5.,^ 



:z= O. 



/>?* corrélations sur un cercle d'une conf^ruencc qui appartienneni 
à la congruence forment donc un système M,. 

I^* lieu des points P correspondant aux corrélations d'un système M, est 
une conique : les coordonnées du point P correspondant à Tune de ces cor- 
rélations sont, en effet, des fractions rationnelles d'un paramétre X pour 
lesquelles les numérateurs et les dénominateurs sont du second degré. 
On a donc la conclusion suivante : 

I^;s corrélations qui appartiennent à une congruence sur un de ses 
cercles admettent quatre couples simples fixes (a,, S,), (a^, S,), (a,, S,), 

I^'existence de ces quatre couples montre que, parmi les corrélation» 
qui appartiennent à la congruence, il y en a quatre singulières; cela ré- 
sulte aussi d'ailleurs de la considération de la forme fondamentale; de là ce 
théorème analogue au théorème de Monge, relatif aux congruences de 
droites : 

Etant donné un cercle d'une congruence, il existe quatre cercles de la 
congruence infiniment voisins du premier et le rencontrant, 

(utj S|), («2, Sj), (<23, Sj), («4, S4) sont manifestement les couples sin- 
guliers des corrélations singulières, en considérant a^, «j, a,, a^ comme des 
doubles points; hrs points a,, a^, a,, a^ sont les points focaux et les sphères 
S|, S^, S3, S4 les sphères focales de la congruence. 

Les points focaux ne dépendent que de deux paramètres ainsi que les 
sphères focales. Les points focaux engendrent donc des surfaces, les sphères 
focales enveiop[)cnt des surfaces. 

Soient A,, Aj, A3, A, les (juatre surfaces lieux des points a,, a^, a,, a^; 
elles pourront constituer, soit quatre surfaces distinctes, soit plus habituelle- 
ment quatre nappes d'une seule et même surface qui est la surface focale, 

Envisageons une surface cerclée de la deuxième classe de la congruence, 
une de ses génératrices (w) et l'arête de rebroussement (c) de la surface, 
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f 

courbe à laquelle cette génératrice reste constamment tangente; le point a, I 

de contact de (w) avec (c), considéré comme double point, et la sphère 2, 
correspondant à a, forment un couple singulier de ce cercle; d'ailleurs, 
puisqu'il correspond quatre couples singuliers à chaque cercle d'une con- 

grucnce, tout cercle de la congruence appartient à quatre surfaces de la h 

deuxième classe de cette congruence; les quatre points tels que a, sont •• 

identiques à a^, «27 <^3> ^* ^^ l^s quatre sphères, telles que S^, à S,, Sj, S3, f 

S4. On en conclut que les quatre surfaces A,, Aj, A,, A4 sont respective- 
ment le lieu des quatre séries d'arêtes de rebroussement (c) des surfaces de 
la deuxième classe de la congruence, et par suite que : 

Les cercles de la congruence sont tangents en quatre points à la sur- 
face focale. 

Si nous considérons la corrélation singulière dans laquelle (a,. S,) est le 
couple singulier, («2, Sa), («3, 83), («4, S^) seront trois couples simples. 
Une surface de la deuxième classe a son arête de rebroussement Q, sur la 
surface A,, par exemple, et est circonscrite aux surfaces Aj, A3, A4 suivant 
des courbes C^^, C^^, C^^. La sphère Sa étant tangente en a^ à la surface de 
la deuxième classe est donc tangente en a^ à la surface A,; de même S3 est 
tangente en a, à A, et S4 est tangente en a^ à A4 ; par conséquent : 



f 

f 



II 



#■ 



Les sphères focales sont tangentes à la surf ace focale. 

De ce qui précède, résulte encore ja proposition suivante : \ 

Les surfaces cerclées d'une congruence qui ont une génératrice (u) J- 

commune se raccordent toutes suivant les couples (a,, S^), (a^, S^), h 

(«3î S3), («4, S4). r 

î 

Nous avons retrouvé, dans le cas du cercle, la surface focale considérée \ 

par M. Darboux dans le cas général et rattachée, comme nous l'avons rap- 
pelé, à la théorie des solutions singulières des équations aux dérivées par- 
tielles du premier ordre. 

La surface focale se présente également, ainsi que l'a montré M. Lie, *' 

lorsque l'on considère les transformations de contact (*). 



(*) Lie (S.), Over en Classe geometriske Transformationer {\, Christiana Videns- 
kabsselskabs Forhandlinger y 1871, p. 67-109). — Ueber Complexe insbesondere Linien- «'■ 

und Kugelcomplexe, mit Anwendung auf die Théorie partieller Differentialglei- 
chungen {Atathematische Annalen, t. V). 
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Soient 

+i(-2:, J» -» ^y Y, Z)=0, 

"ifii^f^* ^» X, Y, Z) = o 

los équations d'un cercle, où X, Y, Z sont les coordonnées courantes, et x, 
y, z trois paramètres. 

Nous définirons une congruence de cercles en adjoignant à ces équations 
une relation entre a:, y, z 



Si Ton considère x, y, z comme les coordonnées d'un point, nous faisons 
f' correspondre à un point de la surface F(x, y, z) = o un cercle. A la sur- 

face correspond la congruence de cercles. 
i (Considérons sur chaque cercle Tun des points (X, Y, Z) de contact avec 

la surface focale et la transformation qui permet de passer du point (x,y, z) 
i au point (X, Y, Z); on aperçoit immédiatement qu'elle jouit des propriétés 

des transformations de contact. On est ainsi amené à poser la question 
suivante. 

Proposons-nous de résoudre l'identité connue 

dZ — Pd\ — QdY = p(dz—pdx--gdy) 
en partant des deux relations 



L'équation 



'\>i{^. 


7» -» 


X, 


Y,Z)- 


0, 


4'i(^. 


J» -» 


X, 


, Y, Z) 


0. 




^+1 
dx 






d'if, 
dz 


d'if. 


dy 




<^|. 
l-''^ 


d'if. 



jointe à ces deux relations, détermine X, Y, Z en fonction de z, x, y, />, q. 
On peut interpréter ceci de la façon suivante. 
Etant donnée une surface par l'équation 

on en tire :; en fonction de x et^; on porte cette valeur dans '\^ = o, 
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vj/j = o, qui deviennent, en posant a; = a, y = by 

f(\, Y, Z, a, b) — o, 
(p(X, Y, Z, a, b) ==o. 

On cherche la surface enveloppe des cercles ainsi obtenus en éliminant 
a ci b entre les équations 

/=o, <p= o, 

da db 

Jà db 

On obtient ainsi la surface correspondant à la surface F(a;, ^, z) = o. 
Ainsi, quand le point (x, y y z) décrit une surface F(x,y, z) = o, la 
congruence correspondante enveloppe une surface qui est la surface 
focale. 

L'équation aux dérivées partielles 

vKX, Y, Z) = o 

aura ici la signification suivante : trouver une surface telle que la con- 
gruence qui se déduit de cette surface par les équations 

+i(-2:*, /» Zj X, Y, Z) = o, 
^î(^, /» z> X, Y, Z)i=o 

ait pour surface focale 

^(X,Y,Z) = o. 

La solution singulière sera la véritable solution du problème. 

Inversement, si Ton considère x^y^ z comme fonctions deX, Y, Z, P, Q, 
réquation aux dérivées partielles 

X(x, j, z) — o 

aura la signification suivante : trouver la surface focale correspondant 
à x(-^> y^ ^) = ^- L^ solution singulière sera encore la véritable solution 
du problème. 

Un cas particulièrement remarquable est celui où les équations du cercle 



-:.'>2 



"•Mlf 
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Xr — Y V — Zî =o, 
\î _ Y^ >Z-^ r'-r- V*- 



On ;irrivfî ^ la rran^iformation apsirlale considéréo par M. Darbou.\< * ». 
ïyirsf|ij^ l^r p<iirit ( .-c, y, Z) rJ/;crit une surfac*? 

F' •/", ^v, c) = o, 

Kl roriirrij^mc^r rhî c^rrcUrs onvolopp*^ la surfactr focaU* 

!.(\, Y, Z- -^ o, 

qui '•-? Tapsirlalfr rie la surface V(x, y^ z t =^ o. 

lnv»T>efnerit, la surface F(.r, v, -) = o étant Tapsidale de la surface 
y^ V. W Z ) - r>, si l'on considère rérjualion aux dérivées partielles 

•:(\,Y,z.--o, 

la >oluliori sin^^uliêre est la surface apsidal** de 

Complexes de cercles. 
Fiois ér[iiations, 

définissent un complexe de cercles. 

Si (li) et (u \-du) sont deux cercles iniininient voisins, les équations 
suivanirs 



0,,r/// 



rro, 



^1, ^w 



— o, 



0,, e/// 



=:<> 



doi\rnl être vériliées. 

l/iniroduclion des coordonnées des corrélations anhannoniqucs donne 
les relations 



'jut \ ^ o, [53 ^ "^^ i^^3. ^ 



= o 



( ' ) I)AHHor\. Mv moire sur les solutions sinfi'ulicrcs des équations aux dérivées par- 
tielles (lu premier ordre, p. 211. 
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qui expriment que : 

Toutes les corrélations anharmoniques sur un cercle d'un complexe ^ 
qui appartiennent à ce complexe y forment un système linéaire Mj. 

Parmi les corrélations, il y en a trois doublement singulières; donc : 

Étant donné un cercle du complexe ^ il existe trois cercles, du com- 
plexe infiniment voisins du premier et le rencontrant en deux points. 

On a trois couples doublement singuliers ; ces couples dépendent de trois 
paramètres. 

Considérons une surface cerclée de la troisième classe du complexe, une 
de ses génératrices {u) et la courbe (G) à laquelle toutes les génératrices 
sont tangentes en deux points. Le double point de contact de («) et de (C) 
forme avec la sphère correspondante un couple doublement singulier de ce 
cercle ; et, puisque à chaque cercle du complexe correspondent trois couples 
doublement singuliers, tout cercle du complexe appartient à trois surfaces 
de la troisième classe du complexe. 

Si Ton considère les arêtes de rebroussement de ces trois surfaces, elles 
constituent trois systèmes de courbes à trois paramètres; les cercles du 
complexe sont tangents en deux points à chacune de ces courbes. 

Soient 

les équations du cercle. 

ÉUminons z, X, [x,, [x,, [x, entre les équations 

dQi dOt âO^ à9t dQt dQi 






(3) 



dQx ddt dQi 

■ ^ ^ • 



dut dut 



nous obtenons l'équation 






o. 
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Les cercles du complexe qui satisfont à cette équation sont les cercles 
singuliers; ils forment une congruence, et Tune des nappes de la surface 
focale de cette congruence est constituée par la surface de singularités dont 
on obtient Téquation en éliminant X, fXf, fx,, fx,, ii,, £/,, ..., i/« entre les 
équations (i), (2) et (3). 

Lorsque les équations d'un cercle du complexe seront données sous une 
autre forme, on obtiendra facilement la surface de singularités en utilisant 
la propriété que nous avons signalée de cette surface. 

Supposons, par exemple, que les équations d'un cercle du complexe 
soient données sous la forme 

, i /(^,7,2,X,Y,Z) = o, 

! 9(j^,r, s,X,Y, Z)=o, 

X, Y, Z étant des paramètres variables. 

Si Ton considère les cercles passant par un point (a7g,y^, z^) de l'espace, 
ils forment une surface à point conique, dont on obtiendra l'équation en 
éliminant X, Y, Z entre les équations (a) et les relations 

yo^^y («^oj^o» -^o, X, Y, Z) = o, 
?o= 9(-^oi7o» -0, X, Y, Z) = o. 

Considérons un cercle (X, Y, Z) de la surface et le cercle infiniment voi- 
sin (X -h rfX, Y -h rfY, Z 4- rfZ). Ce dernier est déterminé par les équa- 
tions 

qui définissent en général les rapports dX. ; dY : dZ. 

Ces équations forment un système indéterminé dans le cas où l'on a 



df. 


à/o 


à/. 


d\ 


d\ 


d'L 


à^t 


dflpo 


àdfn 


d\ 


dY 


dZ 



Il y a alors deux valeurs pour le système des rapports rfX : rfY : cŒ et, 
par suite, deux nappes de la surface se coupant suivant le cercle corres- 
pondant. 
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Si Ton élimine X, Y, Z entre les équations (a) et les équations 



(^) 



on obtient Téquation 



à/ 


à/ df 
dY dL 




dY dZ 




S(x,/,s) = o 



= x, 



de la surface de singularités. 

Le plan tangent en un point de cette surface sera déterminé par Téqua- 
tion 



à/ 
dx 



X dy^ dz \dx ^ dy^ dz ) ' 



(ju'on obtient en différentiant les équations (a) et tenant compte des équa- 
tions (6). Cette équation conduirait facilement aux propriétés de la surface 
de singularités. 



Systèmes de cercles quadruplement indéterminés, 



Deux équations, 



{^) 



0j(«l,a„ ...,114)1=0, 0i(Wi, Ml, ..., M|)=0, 



définissent un pareil système. 

Si (a) et (tt -4- du) sont deux cercles infiniment voisins du système, les 
équations suivantes ^ 



Oi.du 


— o. 


Ot.du 



doivent être vérifiées. ^ 

L'introduction des coordonnées des corrélations anharmoniques donne 
les relations 



Out 


= 0, 


dt,t 



= 0, 



(]ui expriment que : 

Toutes les corrélations anharmoniques sur un cercle du système qui 
appartiennent à ce système forment un système linéaire M,. 
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Adjoignons à 6, = o, O^ = o les deux conditions 

( :r =:/(s| a), 

qu'on obtient en exprimant que les cercles passent par un point PÇx^y^ z) 
de l'espace. On définit ainsi une congruence de cercles à laquelle on pourra 
faire correspondre une congruence de droites en transformant par inversion 
et prenant pour pôle le point P. Les surfaces focales se correspondront. A 
une droite double de la congruence de droites correspondra un cercle 
double de la congruence de cercles. 

Si l'on exprime que l'un des cercles (u) passant par le point P est un 
cercle double de la congruence, on a à éliminer z, X, [jl,, (JI2 entre les équa- 
tions 

de, dQt dQx àB^ d9, dB^ 

dui dui dUi dux du^ âu^ 

et l'on obtient ainsi les deux relations 

Les cercles du système qui satisfont à ces relations sont les cercles singu- 
liers; ils forment une congruence, et l'une des nappes de la surface focale 
de cette congruence est constituée par la surface de singularités dont on 
obtient l'équation en éliminant X, [x^ , (jl^, w^ , Wj, . . . , «e entre les équations (i), 
(2) et (3). 

Lorsque les équations d'un cercle du système seront données sous une 
autre forme, il n'y aura aucune difficulté à obtenir la surface de singula- 
rités, en utilisant la propriété que nous avons signalée de cette surface. 

Systèmes de cercles quintuplemeni indéterminés. 
Soit l'équation d'un système quîntuplement indéterminé 

(2) 0l(«i, Wf, ...,M,)=0. 

Si (//) et (tt -j- du) sont deux cercles infiniment voisins du système, l'équa- 
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tion 



9i,du 



=:0 



doit être vérifiée. 

L'introduction des coordonnées des corrélations anharmoniques donne 



e,,t 



= o 



qui exprime que : 

Toutes les corrélations anharmoniques sur un cercle du système, qui 
appartiennent à ce système, forment un système linéaire M4 . 

Adjoignons à 0, = o les deux conditions 



(1) 



a: = /(z\u), 



qu'on obtient en exprimant que les cercles passent par un point P(iF,y, z) 
de l'espace. On définit ainsi un complexe de cercles auquel on peut faire 
correspondre un complexe de droites en transformant par inversion et pre- 
nant pour pôle le point P. Aux droites singulières et à la surface de singu- 
larités de ce complexe de droites correspondront les cercles singuliers et la 
surface de singularités du complexe de cercles. 

Exprimons que l'un des cercles (u) passant par le point F est un cercle 
double du complexe de cercles ou un cercle double de la surface à point co- 
nique relative à un point quelconque de ce cercle ; nous avons à éliminer z, 
X entre les équations 



(3) 





dut 


dO, 
dtit 


âui âui 


du^ " du^ 


dug du% 



et nous obtenons les trois relations 

<4) ^^.(«|§)=o. ^'^.(«l5j)=o. ^•^«(«1^) = - 

Les cercles du système qui satisfont à ces relations sont les cercles singu- 
liers; ils forment une congruence, et l'une des nappes de la surface focale de 
cette congruence est constituée parla surface de singularités dont on obtient 
l'équation en éliminant X, e/,, . . ., u^ entre les équations (1), (2), (3). 

On peut se proposer de savoir si les équations (4) peuvent être vérifiées 
identiquement par tous les cercles du système de cercles. 
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Les raisonnements que nous avons faits à Tégard de la surface de singu- 
larités subsistent, et l'on voit que tous les cercles du système sont alors tan- 
gents à cette surface. 

Il est clair que ce que l'on vient de dire dans le cas du cercle s'applique 
lorsqu'on considère une courbe dépendant de (n -h i) paramètres; si l'on 
remarque que l'élimination de X, i/,, ..., u^ entre les équations (i), (2), 
(3) conduit dans certains cas particuliers à deux relations entre a:, y, z, on 
peut énoncer ce théorème, dû à M. Kœnigs (*) : 

Si la fonction 6,(w) vérifie les équations du système adjoint de pre- 
mière espèce, soit identiquement, soit en vertu de l'équation 0< = o, cette 
dernière exprime que les courbes qui la vérifient touchent une sur/ace 
fixe ou rencontrent une courbe fixe. 

M. Kœnigs a également démontré la réciproque : 

*S/ l'équation 6< = o est telle que les courbes qui la vérifient touchent 
une sur/ace fixe ou rencontrent une courbe fixe, les équations du sys- 
tème adjoint de première espèce sont vérifiées par la fonction G,, soit 
identiquement, soit en vertu de l'équation ô, = o. 

Nous établirons cette réciproque dans le cas où les courbes sont des cercles 
de la manière suivante : 

Supposons, par exemple, que tous les cercles soient tangents à une sur- 
face, et soit P le point de contact de l'un des cercles (C); tous les cercle» 
du système passant par le point P forment un complexe pour lequel (C) est 
un cercle double; il résulte, en effet, de la théorie des complexes de droites 
et des propriétés de l'inversion que la surface à point conique du complexe 
de cercles relative à un point quelconque du cercle (C) admet ce cercle 
comme ligne double. 

Les relations (4) seront, par suite, vérifiées par le cercle (G). 

Ajoutons que les équations des différents systèmes adjoints conduisent à 
dos théorèmes analogues à celui de M. Kœnigs; nous n'insisterons pas sur 
ce point. 



(^ ) G. KoEMGS, Sur une classe de formes de différentielles et sur la théorie des sys- 
tèmes d'éléments (Comptes rendus de l'Académie des Sciences^ t. CIV, p. 673-675, 84a- 
844; ^cta mathematica, t. X, p. 3i3-338). 
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SECONDE PARTIE. 

LES SYSTÈMES LINÉAIRES DE CERCLES. 



I. •— Les systèmes de doubles points sur la sphère et en particulier 

les systèmes linéaires* 

Etant donnée une sphère quelconque S5, on peut la considérer comnu* 
faisant partie d'un système de cinq sphères S,, S,, S3, S^, S5 orthogonales 
deux à deux. 

Un point quelconque de l'espace est représenté par ses cinq coordonnées 
pentasphériques x^, x^, x^j x^y x^ liées par la relation 

j:} -h J?J -H ^î -h ^î -h ^î = o. 

Les points de la sphère S5 sont donc caractérisés par les quatre coordon- 
nées x^y X2J x^j x^ liées par la relation 

xj -h J" J -H xj -h j:J = o. 

L'équation d'une sphère quelconque étant 

/, JTi-l- ItX^-h Iz^n-h ik^k'^ h^h =^ O» 

celle d'un cercle quelconque de la sphère S^ sera 

R<, Rj, R,, R4 étant les rayons des sphères S<, Sj, S,, S4, on aura un 
grand cercle si la relation suivante est vérifiée : 

L b. h. A-o 

Rf Rj R) R4 

Nous avons ainsi un système de coordonnées sur la sphère qui présente 
la plus grande analogie avec le système de coordonnées pentasphériques. 
Ce système de coordonnées s'applique d'ailleurs au plan ; les petits cercles 
sont remplacés par des cercles, les grands cercles sont remplacés par des 
droites. On peut dire aussi qu'on établit une correspondance entre les 



," 



- ' - --.4 V, M propriété du plan con- 

^ • .- > ^ '* v.fT'^'^pondre une propriété 

- " '"- - ^'' >^-*.* cercles. Ajoutons que, 

•-' "^ -• ' '- ''^■'r^'<^ i d^jà été considéré, sous 

, • - *• «»»^^ i^tjirminé par les quatre 
'^ . "^ "^^ ♦i.f b »j>hère S, ; ces cer- 

^- \ -.-r-vr^ vuria jiar les équations 



. .'" - " 



• . -^,h^ 



} • — f *' 



V •; '^•..r'n^»<^nl, si Ton tient compte de ces 
. '' •/-Otitf'r^*^ comme les coordonnées du 
.-r /'V V'.i c^rcUfS donnés ou comme les 
; ^--^, «^^ j^ j^ 1^^ deux cercles. 

-»'.' / ": .-i**'/ri de cliacun des cercles appar- 
-. « r.-r<.-.ri deij cercles coordonnés. Par 
-:. ^ Or*. 4 C, a pour équation 

, o ;;i: -.♦-ridantes ; il existe entre elles la re- 

- .*•-,.• -'^îion des quantités pii\ montrons 
-* • .«11^^ \^ coordonnées pluckériennes d^* 
-rv- -. .c dr* deux cercles. 

•.rri.c.'^^s pentasphériques, toute sphèrv 



j, n.' "Jt analytique des cercles du pUn t: **- 
.1,^ ;., .'-rjaires du quatrième ordre (>ï.j':r-.> 
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'Si représentée par une équation linéaire 



2* 



i^i=o; 



les rapports mutuels des cinq quantités /,• sont les coordonnées de la sphère. 
La sphère se réduit à un plan, si l'on a 

on désignant par R/ le rayon de la sphère coordonnée a?,- = o. 

Les plans de Fespace sont, par suite, déterminés par cinq quantités /,, et 

ces coordonnées satisfont à la relation linéaire ^ ~- = o. 

On doit à M. Darboux la remarque suivante (* ) : 

Le système actuel de coordonnées, quand il est employé à la détermina- 
lion des plans, est un système de coordonnées tangentielles surabondantes ; 
car les cinq coordonnées /,• sont proportionnelles aux distances divisées 
par R,- des centres des cinq sphères S,- au plan considéré» 

Les quantités /,, /a, /a, l^ peuvent être considérées comme les coordon- 
nées tangentielles du plan rapporté au tétraèdre des centres des sphères 

0|, Oj, O3, 0,|. 

Or, reportons-nous au double point d'intersection des cercles qui sont 
situés sur S5 et qui ont pour équations, lorsqu'on choisit G,, C2, C,, C4 
comme cercles coordonnés, 

6|^i-l- btX^-\- b^Xi-^ à^x^ = o. 

Le plan du premier cercle a pour équation, dans le système de coordon- 
nées penlasphériques, 

«1^1 ■+• ciiXi-h ûfs^j-H a^x^-\- Xj^jzz o, 

où X est une constante convenablement déterminée; donc a,, a^, a,, a^ 
peuvent être considérées comme les coordonnées tangentielles du plan du 



(*) Darboux, Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques, 
p. 260. 
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points d'une sphère et les points d'un plan ; à ton 
cernant les droites et les cercles, on pourra faire ( 
de la sphère relative aux grands cercles et aux ]•< 
pour le cas du plan, ce système de coordonné» 
une forme peu différente, par M. Gino Loria ( 

Le système de coordonnées x,, ar^, ar,, j?i * 
traces G<, C^, G,, G4 des sphères S<, 83, S. 
clés G,, Ga, G,, G4 seront les cercles coojd 

Gonsidérons sur la sphère S^ deux cerd 






2 



aiXi z= o, 



consi'- 



et posons 

en sorte qu'on a 



Pik = ^i / 



Pu = o, 



Les quantités /?/A, au nombre d 
dernières relations, peuvent élr» 
faisceau de cercles déterminé |> 
coordonnées du double-point d 

Ges quantités interviennent 
tenant au faisceau et orthoii 
exemple, le cercle du faisce;i 

Pu •' 

Ges six quantités p^^ nr 
lation 

■ 

On peut donner n 
(ju'elles peuvent ètn 
la droite du doubl(» 

En effet, dans \r 



r 



)ii 



{ *) Gino Lobia, 
son application <i 
Journal y t. XXII 



il orthogonaux 

s^^ant par les deux 

i (ux on peut mener 

, on peut, par celui-ci, 

n (lit alors que les deux 

>, si par l'un d^ux on peut 

ociuement, on peut par celui- 

, *n Ton dira alors que les dou- 



.;< 



:r O, 



-.taire de S(/)). 
.X 5 dépend de quatre paramètres ; on 
. .ulos points définis par des équations 
. . : U^ droites des doubles points forin<- 
.. ^1 U^ étiuations sont linéaires, on a dos 
,. -présenter par les symboles K„ K„ 
. rmnalion du système. 
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Système K,. 

■ ('<» sNstèmc Kj. 
- n(l l'étude de K, comme conséquence de celle du com- 

iK» la distribution des doubles points du système sur un 

• u\(' que : 

s ilroites des doubles points situés sur un cercle C passent 
ntr point O. 

Ml O (*st le foyer du plan du cercle C par rapport au complexe 
' ioriné par les droites des doubles points. 
! On considère le cercle C' d'intersection delà sphère et du plan polaire 
int O par rapport à cette sphère, on peut dire que : 
Tous les doubles points d'un système K3 qui sont situés sur un cercle sont 
M \ houonaux à un second cercle C qui est lui-même orthogonal à C. 

y\iix propriétés des droites conjuguées, on pourra faire correspondre des 
propriétés des doubles points déterminés par ces droites. 

Nous pouvons, en partant des propriétés du complexe linéaire, parvenir, 
par des considérations géométriques, à la réduction à la forme canonique 



j 'M 



•,l>ij 9/ij-l- Xsi^si» 



de la forme bilinéaire 



ou 



1 = 1,2,3,4, /r m 1,2, 3, 4 et Pik^-^iVk — ^kfif 



au moyen d'une même substitution orthogonale elTectuée sur les x et sur 
les y. 

En effet, considérons sur la sphère S5 un cercle ayant pour équation 



Si l'on rapporte les points de la sphère à de nouveaux cercles coordonnés, 
les formules qui lient les coordonnées Xi aux nouvelles coordonnées con- 
stituent une substitution orthogonale ; les formules liant les coefficients a, 
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cercle rapporté au tétraèdre des centres de S|, S,, S,, S4 ; une conclusion 
semblable existant à l'égard du second cercle, on voit que : 

Les six quantités piff sont les coordonnées pluckéricnnes de la droite du 
double point d^ intersection des deux cercles^ le tétraèdre de référence 
ayant pour sommets les centres des sphères S,, S,, S,, S4. 

L'étude des doubles points situés sur une sphère S5 pourra être faite, 
soit comme conséquence de l'étude des systèmes de droites, soit d'une façon 
directe en appliquant des principes analogues à ceux utilisés par M. Kœnigs 
dans l'étude des systèmes de cercles. 

On pourra calculer la distance des deux points et l'on aura cette consé- 
quence que la distance est nulle lorsque la forme 

est nulle. 

Nous dirons qu'un cercle et un double point (a,, a^) sont orthogonaux 
lorsque le cercle sera orthogonal à tous les cercles passant par les deux 

# 

points a,, a^. Etant donnés deux cercles, si par Tun d'eux on peut mener 
une sphère orthogonale à Taulre, réciproquement, on peut, par celui-<ri, 
mener une sphère orthogonale au premier, et Ton dit alors que les deux 
cercles sont en imolution. 

De même, étant donnés deux doubles points, si par Tun d'eux on peul 
mener un cercle orthogonal à l'autre, réciproquement, on peut par celui- 
ci mener un cercle orthogonal au premier, et l'on dira alors que les dou- 
bles points sont en involution. 

La condition d'involution sera d'ailleurs 

en désignant par S(/?,/?') la forme polaire de S(/>). 

La position d'un double point sur S5 dépend de quatre paramètres ; on 
peut concevoir des systèmes de doubles points définis par des équations 
homogènes entre les coordonnées /?/a ; les droites des doubles points form<»- 
ront des systèmes correspondants. Si les équations sont linéaires, on a des 
systèmes linéaires que l'on peut représenter par les symboles K,, Kj, 
K,, Ko, rindice indiquant l'indétermination du système. 
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qui passent par un point donné et sont situées dans un plan 

■ 

donnée par M. Halphen suppose essentiellement que 

le de la surface ne passe qu'une seule génératrice; 

s aux quadriques. En se servant des principes qui 

^e cas général, on arrive facilement au théorème 

ectilignes d'une quadrique qui satisfont à 
duit du degré de la surface par le double 

Rïïl connue la théorie des complexes 
directement, en répétant les rai- 
s des systèmes de cercles. 



M 



- o, 



lôfini par l'équation 



^ClikPlk^O, 



\^ 



(' 



k 

( y orthogonal à G et déPmi par l'équation 
2/Jj?,=: o. 



; ( 1 suivant un double point faisant partie du système K, ; on devra 
iii condition 

«jui exprime que les cercles C et 2 sont orthogonaux; donc : 

Tous les doubles points d^un système K, qui se trouvent sur un cercle C 
sont orthogonaux à un second cercle G' qui est lui-même orthogonal 
à C. 
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Cherchons les cercles C qui coïncident avec le cercle C qui leur coiTes- 
pond; les rayons de ces cercles seront nuls et Ton aura, pour Tun de ces 
cercles, 

/' /' /' /' 

•1 «î *s ** 

s étant un paramètre à déterminer; d'ailleurs on a 

A 

1/inconnue s sera, par suite, déterminée par l'équation 



^n ^18 ^u 



a 



îi 



• • • • • 



• • • • • • 



=i5*4-l5»-4- J=:o, 



en posant 






Représentons par $(a) la forme adjointe de S(/>) et par a)(a) la forme 
adjointe de û(/>); on voit que l'on a 

J = [û)(a)]*. 

Les quantités I et J sont les invariants du système K3. 
Désignons par a, — a, a', — a' les racines de l'équation 

s'' -h Is^ -h 5 — 0. 

A chacune répond un cercle de rayon nul, ce qui donne les quatre cercles 
S, Zo, S', So> dont nous désignerons les centres par C, Cq, C', C'„ ; ces quatre 
points sont les mêmes que ceux que nous avons considérés précédemment. 

On aperçoit immédiatement que les cercles Zetïo sont orthogonaux aux 
cercles 2' et L'^, : les droites CC, CC'^, CqC', CoG'o sont donc quatre droites 
isotropes et les droites CC^,, C'C'^ sont conjuguées par rapport à la sphère. 

Prenons pour cercles coordonnés G, et G^ deux cercles orthogonaux 
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passant par les deux points C et G©, pour cercles C, et C4 deux cercles or- 
thogonaux passant par G' et G'^; ce système de quatre cercles sera quadru- 
plement orthogonal, et l'équation du système Kj deviendra 

Nous retrouvons encore la réduction de la forme bilinéairc à la forme 
canonique. 

A l'égard de celte dernière question, faisons en passant quelques remar- 
ques. 

MM. Jordan et Kronecker ont considéré le problème général suivant : 

Etant donné un polynôme bilinéaire 

on propose de le ramener à la forme canonique 

par des substitutions orthogonales opérées Tune sur les variables u;, , . . . , x„, 
l'autre sur les variables J^o ^2 ? •••?>'»• 

Le résultat de M. Jordan peut être présenté sous une forme qui en rend 
la démonstration presque intuitive et qui facilite l'étude des cas particu- 
liers; c'est la suivante : 

Le problème revient à déterminer deux substitutions orthogonales (jui, 
appliquées respectivement aux deux formes quadratiques 



2(f,)- '• 2(^,)'. 



les réduisent à des sommes de carrés. 

Dans le cas où l'on a, pour toutes les valeurs des indices i eij\ 

le polynôme bilinéaire considéré est de la forme 
en posant 

Les formes quadratiques ^is") ^*^ 21(^~~) ^^"^ identiques, et la 



£.48 R. COSSERAT. 

réduction à la forme canonique peut être opérée au moyen d^une même 
substitution orthogonale effectuée sur les x et sur les y. 
On peut, de plus, énoncer la proposition suivante : 

IjC premier membre de V équation en s relative à la forme bilinéaire 
^I^a^j^Pi^j considérée comme /orme quadratique des in variables x^, . . ., 
'^ni y%i '"lymi ^^^ ^^^ catTé parfait. Cette équation ne contient que des 
puissances pairies de la variable y et l'équation transformée en — s^ est 

r équation en s relative à la forme quadratique 2(j~) ^* '^ ^^^ 
riables Xf^ . .., x^. 

(Considérons le cas où Ton a /i = 4. L'équation en s relative à la forme 
hilinéaire est alors 

OÙ I et J ont la même signification que précédemment. 

I/équation en s relative à la forme quadratique \ ( ;ï— ) sera 

Kevenons au système K, de doubles points : nous avons étudié jusqu^ici le 
ras général; supposons maintenant que Ton ait J = o, c'est-à-dire que le 
complexe linéaire de droites soit spécial. 

I/axe du complexe linéaire spécial sera ou ne sera pas une génératrice de 
la sphère. 

Dans la première hypothèse, Tun des points du double point sera situé 
sur une droite isotrope déterminée. 

IMaçons-nous maintenant dans la seconde hypothèse, et appelons /oyer^ 
d'un double point situé sur une sphère les deux points cercles de cette 
sphère qui passent par le double point. 

La condition J = o exprimera que tous les doubles points du système K, 
peuvent être réunis par un cercle à un double point fixe (a^^a^) ou, si Ton 
veut, que les doubles points sont en involution avec un double point fixe 
(6,, 62); b^j b^ sont les foyers de (a^ya^)^ et a,, a, les foyers de (6,, 6,). 
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Système Ka- 

Les doubles points sont en involution avec deux doubles points fixes, ou 
c Yicore les doubles points peuvent être réunis par des cercles à deux doubles 
\^^oints fixes. 

Les foyers des doubles points du système forment également un sys- 
tème Ka. 

Système K^. 

Les doubles points sont distribués sur une courbe; nous avons deux dé- 
finitions de cette courbe : on pçut considérer et d'une infinité de manières 
le système comme en involution avec trois doubles points fixes; on peut dire 
aussi : les doubles points peuvent être réunis par des cercles à trois doubles 
points fixes. La même conclusion a lieu pour les foyers des doubles points. 

Si nous considérons maintenant les droites des doubles points,, elles ap- 
partiennent à trois complexes linéaires et sont réparties sur unequadrique; 
la courbe est donc une cyclique. 

La première définition de la courbe nous donne pour la cyclique une con- 
struction par points qui a été signalée par M. Saltel (*). 

La génération de la cyclique apparaît comme Tanalogue de la génération 
de rhyperboloïde à une nappe; d'ailleurs, ce n'est qu'une confirmation de 
cette remarque de M. Darboux (") : 

Puisque les cycliques spliériques sont l'intersection d'une sphère et d'un 
cône du second degré, leurs propriétés pourront se déduire de celles des 
surfaces du second degré. 

Établissons, en efiet, cette génération des cycliques en partant de leur 
définition. Considérons une surface du second degré passant par la courbe; 
celle-ci est rencontrée par chacune des génératrices de la surface en deux 
points; soient trois génératrices de même système rencontrant la courbe 
respectivement en m', /i'; m*\ n"\ m", n!\ et concevons la quadrique comme 
engendrée par le mouvement d'une droite qui s'appuie sur m' n! ^ m" n'\ 
vf d" , Les extrémités m, n de cette droite, situées sur la cyclique, seront 
sur un même cercle avec m\ n'\ de même, avec m", n" et m!" ^ rf'^ la géné- 
ration de la cyclique apparaît clairement. 



(M Saltel, Bulletin de la Société mathématique de France, t. III. 

( ' ) Darboux, Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques, p. 33. 
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'..fil 4^' so donner une génératrice mn 

. "int-* quelconques de la cyclique; le 

-'^ *f. par une génératrice m/i sera tan- 

. .n ônc circonscrit à la surface; donc : 

;/w//>, ious les grands cercles mn sont 
''': fofuf les grands cercles m' n\ . . . sonl 

'"'-que, 

..;•»* f>oint {m^n)\ ils sont situés sur un 
/* ./ï'); le lieu de ces foyers est donc une 



'-'.v que celui qui est perpendiculaire à mn 
. t* 'ionique, 

^ ... .r ii> à Laguerre (*). 

Système K©. 

' -'. -lême sont déterminés par l'intersection de 

,1 '-'S points étrangers à la question, au nombre 

. :/-• c'est-à-dire deux doubles points; cette con- 

>►. w^ formules algébriques. 

-• rit^nce, qui nous sera utile : 

. V ntjints qui peuvent être réunis par des cercles 
• v^ »*sal à deux. 

- Lds dix coordonnées pik du cercle. 

• •ordonnées pentasphériques déterminé par ciri(| 
^ . »i\à deux S,, S2, S3, S», S,; en désignant par .r,, 
, ri» «nées d'un point de l'espace, toute sphère est re- 
.a.l'^n linéaire 



•■ sur i^ emploi des imaginaires dans la Géométrie de l* espace 
. .. H'i:*^^maiiqu€S, a* série, t. XI, 1877J. 
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et un cercle sera défini comme Tinlersection de deux sphères 

Posons 
on sorte qu'on a 

Les quantités j3/^, au nombre de dix seulement, si Ton tient compte de ces 
dernières relations, seront les coordonnées du cercle considéré. Ces quan- 
tités vérifient les relations 

î2l=iO, 12,=^ O, £^3^:1:0, û^rro, i25=:0, 

en convenant de la notation suivante employée par M. Kœnigs. Soient a, 
^, Y, S, £ les cinq premiers nombres écrits dans Tordre de permutation na- 
turelle 1 , 2, 3, 4, 5 à partir de l'un d'eux que nous appelons a; nous posons 

Réciproquement, si des quanti tés/? /^ vérifient à la fois les relations p^ = o, 
Piif = — pifi et ûf = o, ûa = o, Ha = 0, i2, = o, Û5 = o, ces quantités sont 
les coordonnées d'un cercle dans l'espace. 

Lorsque le cercle sera rapporté à un système de coordonnées cartésiennes, 
la formation des quantités/?,^ n'offrira aucune difficulté, en tenant compte 
des formules qui permettent de passer des coordonnées pentasphériques aux 
coordonnées cartésiennes; on aura souvent avantap^e à employer le système* 
bien connu (*) de coordonnées pentasphériques qu'on obtient en considé- 
rant les trois faces d'un trièdre trirectangle et deux sphères orthogonales 
entre elles et ayant pour centre commun le sommet du trièdre. Les formules 
de transformation sont alors 



2 p J?4 =: »r* 4- J^' -h 5* — I , SI /p JC5 ^ J7* -h y* 4- 5* -h I , 

et, si l'on considère un cercle défini par les équations 

eux -^ Pj-H y — 5 =110, J*'-h/*-h z^->t-ax -h by -f- c = o, 



(*) Darboux, Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques^ 
p. 137. 
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on aura 








/?„_«6 — j3a, 


Pm- 




/?u — a ((xc ya), 


Pxi- 




Pu — ^, 


Pu = 




/>,, i[p + ((3c~y6)], 


Pzk = 




Pzi— ^(C-hï)y 


Pu- 



= a, 



i[ac-h((xc — ya)]y 



zz: C — I 



=: — 2iy. 



Si Ton envisage le Tableau 



« ? y 

abc 



les quantités /?/;t sont des combinaisons linéaires des éléments de ce Tableau 
et des déterminants que Ton peut en déduire. 

Les dix quantités ^,;t doivent satisfaire à trois relations distinctes ; les cinq 
équations 

£2, = o, £2,^0, £2j=io, 12^ = o, 12, = o 

ne sont donc pas distinctes. 

• Etudions ce système d'équations. 

Etant données dix quantités quelconques /?/;t vérifiant les relations />|7= o, 
Pik=^ — Pkh ^^ ^ ^^^ identités <ju'on obtient en faisant / = i, 2, 3, 4> 5 
dans la suivante : 

Cela posé, désignons par a,,, a^.,, a,,, a^j, a^s cinq cpiantités arbitraires et 
considérons le système d'équations 



(I 



Pi\ J"i -f- 3tî, X. -+- />,3 .rj 4- Pu ^i -î- Pu J*5 = o, 
Pi I '«'i t- Pzt J'i — ^js ^3 -r /'av r V -t- />j j «r* = o, 



Le déterminant de ce système est égal à 
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Su[)j)osons />^5^ G et établissons entre les /?/a les trois relations 

û, = o, 12, = o, SI2 = o. 

Envisageons le système d'équations que Ton déduit du système (i) en fai- 
sant les hypmolhèses suivantes : 

a*i=o> a*5=o> «Il «M «M 7^ o- 

On a une solution de ce nouveau système en posant 

Le déterminant du système étant égal à 
n'est pas nul; donc on a nécessairement 
Ainsi, si p^^ n'est pas nul, on a 

comme conséquences de 

12i = o, 12,z:i o, S2j=o. 

Nous pouvons déduire de cette proposition la démonstration du théo- 
rème suivant, énoncé par M. Stéphanos (*). 

U ordre du système d'équations qui relient entre eux les dix détermi- 
nants pift = Xiy,^ — ^aJKi du Tableau 

^f% ^^ ^f* ^^ ^f^ 

•* 1 vt/j fcC'j sÂy^ tX-g 

7i /« y% 7* y^ 

est é^al à cinq. 

En effet, nous avons entre les dix quantités j9/;t les cinq relations 

^1 =: o, i2, = o, 123 =0, Q4 = o, ^g := o, 

qui se réduisent à troiç. 



(*) GrpARissos Stéphanos, Sur une configuration remarquable de cercles dans l'es- 
pace (Comptes rendus de r Académie des Sciences, t. XGïII, p. 678; 188 1). 
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Adjoignons six relations linéaires homogènes 

P, — o, Pî=o, ..., P« = o. 

Nous pouvons supjK)ser que, pour chacun des systèmes de solutions, on ait 
p^r^9^ o. Les pik seront alors déterminés par les équations 

12, —o, û,=:0, ûj — o, P|==0, P,i=0, Pa=0, ..., P,=ro. 

\At nombre des solutions de ce système d'équations est égal à huit. 
Parmi ces solutions, il en existe trois qui ne conviennent pas à la question ; 
<*n effet, on a des solutions particulières de ce système données par les 
équations 

lh% — o, pr, />i3 H- />,j/>n = o, />,. /?j, -h y>,i/>u — o, /?4, /?„ -h p^tPn = O, 

P,=:0, Pi=0, P3=0, ..., P«=rO. 

Ola résulte de ce que la deuxième, la troisième et la quatrième de ces 
dernières équations ne sont pas distinctes. 

Le nombre de ces solutions particulières est égal à trois; on a donc trois 
solutions étrangères : ce sont, d'ailleurs, les seules solutions étrangères et 
le théorème est démontré. 

On connaît la propriété du système de coordonnées pentasphériques par 
rapport à Tinversion : on peut dire que les coordonnées pentasphériques Xi 
demeurent invariables, pourvu que Ton rapporte la nouvelle figure aux 
sphères orthogonales (|ui sont les figures inverses des sphères coordonnées 
primitives. Il est clair que le système de coordonnées /^/^^ jouira de la même 
])ropriété. Les formules permettant de passer des coordonnées d'un cercle 
aux coordonnées du cercle inverse, ou, plus généralement, les formules de 
transformation des coordonnées seront linéaires et constitueront une sub- 
stitution orthogonale. On conçoit donc tout l'avantage qui s'attache à défi- 
nir les systèmes de cercles par des équations homogènes entre les coordon- 
nées piiç. 

Si toutes les équations sont linéaires, on aura des systèmes linéaires de 
cercles que nous pourrons représenter, avec AL Kœnigs, par les symboles 
As, A4, A3, Aa, A,, Ao, l'indice indiquant l'indétermination du système. 

La figure inverse d'un système linéaire A/, par rapport à un point quel- 
conque de l'espace, sera un nouveau système linéaire A,. 
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nis de démontrer, résulte 



lire de droites dans l'étude 
..ires de cercles. 

M [>()iivait, par une même substitution or- 
^111- les 6>i, ramener à une forme canonique 

(/ r= I, 2, . . ., n\ A: = I, 2, . . ., /i). 

impair, l'équation en s relative à la forme bili- 

• forme quadratique des variables a/ et 6;^, admet 

iiUe de ce que tout déterminant gauche de degré 

.1 donc déterminer, aprioriy une substitution ortho- 

. lo nouveau polynôme bilinéaire, 

2A,-;t( A/Ba — A*B,), 

• [)rcnnenl que les valeurs i, 2, 3, ...,(// — i). 
ms k n\di valeur n = 5 pour toute substitution orthogonale 

I 



\s=^^i(a)ai, Bi=^Qi{a)ai, 



forme bilinéaire ne contiendra pas les variables A 5 et B5; cette 
(le la forme bilinéaire peut s'énoncer géométriquement. 
.11 système A5, défini par Téquation linéaire 

ia(;ons-nous dans le cas général et considérons la sphère 



t 
c'est la sphère centrale K de M. Kœnigs. 
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Rapportons la figure à un nouveau système de coordonnées dans lequel 
la sphère S5 sera la sphère centrale. Le système A5 sera défini par une nou- 
velle équation linéaire 

et Ton aura 

A|5=0, A,5=:0, Aas^iO, A4ji=:0. 

Interprétons géométriquement le fait algébrique de révanouissement 
des coefficients A, 5, A25, Ajj, A45. 

Considérons un cercle (p) dont les coordonnées sont p^21 Pizy • • •» />4sï et 
le double point d'intersection de ce cercle avec l'une des sphères coordon- 
nées, par exemple avec x^ = o. Si l'on rapporte les points de cette sphère S, 
aux quatre cercles coordonnés C|, C^j C3, C^, qui sont les cercles d'inter- 
section de S3 avec les sphères S,, 83, S3, S^, les coordonnées du double 
point considéré sont 

Plly Pl^f Pnf P%zy Pui Pu» 

L'équation 2A/ytP/A=o ï^e contient pas P,,, P^g, P,5, P45; c'est donc 
une relation linéaire et homogène entre les coordonnées du double point 
d'intersection du cercle (p) avec la sphère K., et nous pouvons énoncer la 
proposition suivante : 

Etant donné le système A5 le plus généraly il existe une sphère K et 
un complexe linéaire de droites L qui jouissent de la propriété suivante : 
la droite du double point d^ intersection d^un quelconque des cercles du 
système avec la sphère K engendre un complexe^ et ce complexe est L. 

La réciproque est évidemment vraie : 

Les cercles qui coupent une sphère fixe K en un double point dont la 
droite engendre un complexe linéaire constituent un système A5 de 
cercles. 

Afin d'étudier les cas particuliers qui peuvent so présenter, nous repren- 
drons la démonstration du théorème précédent en suivant une autre voie. 
Déterminons un système de coordonnées pentasphériques en posant 
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-^ O, c'est-à-dire que la sphère que nous 



équations 



' j:'5=o, 



— o, 



i ks points d'intersection de 



> - /» 3 («* — «ûfs)] 5 -+- « (^» «4 — • A-4 a g) == o, 

,, l«'s coordonnées pluckériennes Gy,-;^ de cette 

I milles 



.N ( 



iioil 



. - i^'s)Pti—^i{p^^— «>53) — f^^iPu—ipu); 

— • 

i '(^'•/>34— ^4/>JS-HA:,/?4j). 

jue cette droite fait partie du complexe linéaire représenté 



( I 



• >uvc' que le cercle qui détermine cette droite fait partie du système Aj, 
•ni [)ar l'équation 

^^ l on pose 



^ûfi, _ai,(X:4— lA:,), 


X aji — — «15 Atj -h 1 «j4 Atj -h «1, A 1 , 


^«13 — «u(^4 *^»), 


Xa,, r=: lajjA", £«14^4 £«iiA:i, 


Xau — — «11 Ar, — «13 ^8 -H ««14^:5, 


^«34 = «13 A*i -H «13 A'j -h ia34 k'^^ 


Xajj _ ««11^1-+- '«18^3 — < «14 ^4» 


Xfljj — — '«34^4 — '«18^1 — '«Î3^t> 


>a„ — «1,(^:4— £ A:,), 


Xa45 1 «14 A-, H- £ «,v A-, H- 1 «jj A:,. 


IIÏ .— Fac. de T. 
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Ce (jue l'on peut écrire, puisque k\ — /Aj n^est pas nul, 

«il X I -+- «13 X j H- «î* ^4 -+- «« X*« = o, 

(i) ' «3iXi-+-«jjXi -l-«34Xv-»-«ifXs = o, 

a4,X-, -h «4? Al -h «43 A-, -T- a4jX-5 = O, 

«SI X I 4- O5, A j 4- «53 X-3 4- «14 X-4 = O ; 

jxa„ = «j, ; 

^a,4— — (flr,4— irtis), . 

^«14=— («n— '«15). 
fxa,4 =— (a,4— /«as). 

Ceci posé, soit inversement un système A5 de cercles défini par l'équation 

Distinguons deux cas suivant que Tun des û/(a) n'est pas nul, ou suivant 
que tous les û/(a) sont nuls. 

I. — Un des û,(a) n'est pas nul. 

Les équations (i) donnent une solution et une seule pour les quantités 
proportionnelles à A*,, Aj, ..., A^, 

Supposons d'abord que Ton ait Û4 — iil. ^ o ; il existe une sphère K et 
un complexe linéaire de droites qui déterminent le système A5 de cercles. 

I /invariant du complexe est -(û» — /û^) ; le complexe n'est donc jamais 
spécial. 

Supposons maintenant que Ton ait û, — /û^=o; les équations (i) 
donnent encore 

mais on a A^ — ik^ = o et l'équation A,x, -+- k^x^ -h. . . -h A-x^ = o repré- 
sente un plan ; dans ce cas, la sphère centrale est un plan ; ou bien ce plan 
est quelconque, ou bien c'est le plan de l'infini. 

Si le plan est quelconque, il résulte de ce qui précède que les doubles 
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points d'intersection des cercles avec ce plan forment un système linéaire 
Kj de doubles points dans ce plan. Le complexe défini par les équations (2) 
est singulier et son axe est dans le plan. 

Si le plan est le plan de l'infini, les axes des cercles forment un complexe 
linéaire de droites ; cela résultera d'un calcul que nous ferons plus loin. 

Ces deux cas singuliers, qui correspondent à l'hypothèse Û4 — /Ûj = o, 
peuvent être présentés de la façon suivante : 

Prenons la figure inverse du système A5 général, le pôle d'inversion étant 
un point de la sphère centrale ; le nouveau système est encore un système 
A5 et la sphère centrale correspondante se réduit au plan qui est la figure 
inverse de la sphère centrale primitive. 

Considérons maintenant un système A5 pour lequel on a 2Û? = o, c'est- 
à-dire pour lequel la sphère centrale est de rayon nul ; si Ton prend la 
figure inverse de ce système, le pôle d'inversion étant le centre de la sphère 
centrale, on obtient le système pour lequel les axes des cercles forment un 
complexe linéaire. 

II. — Tous les Qi(a) sont nuls. 

Les équations (i) donnent alors pour A'^, /f^, ..., A*5 un système triple- 
ment indéterminé de solutions ; il existera une infinité de sphères K pou- 
vant servira définir A5, et ces sphères seront associées à un même complexe 
linéaire spécial^ si l'une des quantités a,-^, qui sont déterminées par les for- 
mules (2), n'est pas nulle ; nous avons donc deux cas à distinguer : 

I® Un des a,vt n'est pas nul. 

Ou bien les cercles A 5 pourront être réunis à deux points fixes par des 
sphères, ou bien ils rencontreront une droite isotrope déterminée. 

Ce résultat peut être établi directement; M. Kœnigs a montré que, si 
deux cercles {p) et (/?') sont en involution, on a 

Lorsque tous les û/(a) sont nuls, les coefficients a^j^ sont les coordonnées 
d'un cercle. 

Si ce cercle n'est pas une droite isotrope, tous les cercles du système A5 
sont en involution avec un cercle fixe ; F et F' étant les foyers de ce cercle 
fixe, chacun des cercles du système A5 peut être relié par une sphère aux 
deux points fixes F et F'. 
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Si les quantités an^ déGnissent une droite isotrope, les cercles du système 
A 5 rencontrent cette droite isotrope. 

2° Tous les oi^ff sont nuls. 

Le système considéré contient toutes les droites de l'espace ; les plans de 
ces cercles passent tous par un point fixe. 

La théorie des complexes linéaires de droites permet de déduire du 
théorème que nous avons élabli diverses conséquences. 

Remarquons tout d'abord la conclusion suivante : 

Les cercles d'un système A 5 qui sont des droites forment un complexe 
linéaire de droites. 

Cette proposition pourra être utilisée lorsqu'on considérera les cercles 
d'un système linéaire qui passent par un point fixe de l'espace ; car, si Ton 
effectue une inversion, en prenant le point pour pôle, les cercles considérés 
se transformeront dans les droites du système linéaire qui est l'inverse du 
système primitif. 

Nous pouvons ainsi énoncer la proposition suivante : 

Les cercles de A 5 qui passent par deux points sont situés sur une 
sphère. 

Comme conséquence de la théorie des complexes linéaires, nous avons 
encore le théorème de M. Kœnigs, que nous énoncerons sous la forme sui- 
vante : 

Les plans de tous les cercles du système A5, qui coupent en deux 
points un cercle X de la sphère centrale^ passent par un même point O 
du plan de ce cercle X. 

Le point O est le foyer du plan du cercle X par rapport au complexe 
linéaire ; c'est le centre de la sphère que ^L Kœnig^s appelle sphère con- 
juguée des sphères passant par le cercle X. 

Si le cercle X varie en passant par deux points fixes a, 6, le point O qui 
lui correspond décrit une droite, conjuguée de ah par rapport au complexe 
linéaire. 

Si le cercle X varie en passant par un point fixe a, le point O qui lui cor- 
respond décrit un plan qui a pour foyer le point a. 

Considérons les sphères passant par un cercle quelconque C de Tespace ; 



« MX* 
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I r 



ijii. 



' ■ s 



I ( spond un point O, centre de la sphère conjuguée. Le 

. ^i»lirro centrale Ken deux points a, b. Le lieu du point O 

jiimiro de ab par rapport au complexe linéaire. A chacune 

. îl^i(l(^ées correspond homographiquement un point O ; le 

Il iiionicjue de quatre des sphères est égal au rapport anharmo- 

alre points O correspondants. La droite, lieu du point O, 

j !.in (hi cercle en un point qui correspond à ce plan. 

N a aucune difficulté à étudier la position du complexe linéaire par 

• I à la sphère centrale ; ils auront, en général, quatre droites com- 

; les cas particuliers sont manifestes; ils correspondent à certaines 

,.v'\ons entre les invariants I et J que M. Kœnigs a découverts dans la 

. lu I cho des sphères qui coïncident avec leurs conjuguées. Ces invariants 

- iiilroduisent également dans le problème, identique au fond au précé- 

v\v\\i, de la réduction de la forme bilinéaire 2a/;t(a/6^— ^^6/) à la forme 

( aiionique, au moyen d'une même substitution orthogonale effectuée sur 

les variables ai et bf^. L'équation en s relative à cette forme bilinéaire, consi- 

ilérce comme forme quadratique des a, et des 6/^, est 

en posant 

! = $(«), 

J=2[co,(«)?. 

\{à) est la forme adjointe de la forme S(p) = Iip^j et w,(a), o>2(a), 
«^(a), (ii^(a)j a>5(a) sont les formes adjointes de û,(/?), Ù.2(p)^ ..., 

ûs(/>). 

La condition J = o exprime, en général, que la sphère centrale est di* 
rayon nul ; si de nouvelles relations sont adjointes, elle peut exprimer que 
la sphère centrale est le plan de l'infini. 

Cherchons une interprétation de la condition I = o; I étant un invariant, 
nous prendrons pour sphère S5 la sphère centrale K ; Téquation du système 
A5 est 

et Ton a 

A|5 = Aj5 = A3J = Avj = o. 

L'équation 

2Aanyiit = Aij^„-4- A,3/;,3-f- A^/^u-h AuPu-h A^tP^i-^- A^kPti — o. 
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OÙ les xSiit sont les coordonnées pluckériennes d'une droite, est celle du com- 
plexe linéaire L associé à la sphère k. 

La sphère centrale ayant pour équation x^-^-y^-h z^ -{- i = Oj le com- 
plexe polaire réciproque de L, par rapport à cette sphère, a pour équation 

Ecrivons que les deux complexes linéaires sont en involution ; il vierit 

2A?^=:o, 

et Ton a cette conclusion : 

La condition I = o exprime que le complexe linéaire L et son polaire 
réciproque par rapport à la sphère centrale K sont en involution. 

Arrivons à la recherche des cercles singuliers et de la surface de singula- 
rités du système A5. 

D'une façon générale, si l'on prend pour les six coordonnées u^^u^^ ...^u^ 
du cercle les coefficients a, p, y? «5 ^» c dans les équations 

a J7 -h P r H- y — ^ = o, 
X' 4- v' -h ;;* -h ax -H 6 V 4- c := o, 

les cercles singuliers et la surface de singularités d'un système quintuple- 
nient indéterminé, défini par l'équation 

seront déterminés par l'adjonction du système d'équations 



dB 


dO 




àtx 


d^ 


d9 


JC 


y 


ày 


d9 


dO 




ôa 


_ db 

Y 


dO 
âc 



Gela résulte d'un calcul fait dans la recherche du système adjoint de pre- 
mière espèce. 

Si l'on se place dans le cas du système A5 général et si l'on prend son 
équation sous la forme canonique, le système de coordonnées penlasphé- 
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conjuguées des différentes sphères passant par C est une génératrice de la 
quadrique £ de même système que D, et D^. On peut déterminer une va- 
leur de X, telle que Téquation P, 4- XPa= o soit vérifiée par les coordon- 
nées du cercle G. A cette valeur de X correspond la seconde génératrice de 
la quadrique S, située dans le plan du cercle C, et qui rencontre ce cercle 
en a^ et a^» 

A chaque sphère S correspond homographiquemcnt une droite OiO^. 
Soient (o^, co^ les points d'intersection de S et de O, Oj. Si Ton remarque 
qu'au plan du cercle correspond la droite a^, on a immédiatement cette 
conclusion : le lieu des points ci)|, cja est une cyclique qui passe par les 
points a,, «a, et le théorème est démontré. 
De ce qui précède résulte également que : 

L'enveloppe des plans des cercles de A4 qui rencontrent C en deux points 
est la quadrique déterminée par la cyclique et la droite a, a,. 

Si l'on suppose que le cercle G varie en passant par deux points fixes, le 
lieu des cycliques que l'on associe à chaque cercle sera la surface de singu- 
larités du complexe de cercles défini par les équations 0, = o, 62 = 0, et par 
la condition que les cercles soient réunis par des sphères à deux points 
fixes. 

Ce qui précède ne s'applique pas lorsque G est un cercle de A4. Dans ce 
cas, toutes les droites, telles que D,, D,, sont situées dans le plan de ce 
cercle; O, et O2 tracent sur D, et D^ des divisions homographiques et la 
droite 0< O2 enveloppe une conique tangente à toutes les droites, telles que 
D, et Dj. 

Le système A4 étant déterminé par l'intersection de deux systèmes A5, 
considérons un système Aj du faisceau 

La sphère centrale correspondante a pour équation 

s 

. t 

Lorsque le rapport g varie, elle enveloppe la surface de singularités de A4. 

L'équation de cette dernière s'obtient donc en égalant à zéro le discrimi- 
nant de la forme quadratique des deux variables a et p, constituée par le 

m. — Fac. de T. E.g 
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Système A^. 
Soil un syslèmc A4, défini par deux équations linéaires 

Les cercles situés sur une sphère passent tous par deux points A et M 
fie cette sphère. 

En effet, en vertu de P, = o, les plans des cercles de A4, situés sur la 
sphère S, passent par un même point O^. En vertu de P2 = o, ils passent 
par un même point Oj; donc les cercles passent par les deux points d'in- 
tersection A et B de S avec la droite O, O^. 

Les cercles de A4 qui sont des droites forment une congruence linéaire 
di* droites. 

Il en résulte que : 

Tous les cercles de A4 qui passent par un point F de Tespace rencontrent, 
chacun en un second point, deux cercles passant par le point P. 
Il n'y a qu'un cercle de A4 passant par deux points quelconques. 
Soit un cercle quelconque C; établissons la proposition suivante : 

Tous les cercles de A4 qui rencontrent G en deux points rencontrent 
également en deux points une cyclique qui passe par deux points de C. 

En effet, considérons une sphère quelconque S passant par le cercle C. 
A cette sphère correspondent, dans les deux systèmes F, = o et F^ = o, 
deux sphères conjuguées. Soient O, et O^ leurs centres. Si Ton fait varier 
la sphère S, 0| et O2 décrivent deux droites D, et D.^ et tracent sur ces deux 
droites des divisions homographiques ; les droites 0,,02 sont donc les gé- 
nératrices d'une même système d'une quadrique 2. Il existe une des gé- 
nératrices ap de ce système, qui est située dans le plan du cercle C. 

Tous les cercles du système A4 appartiennent au système A5, défini par 
Téquation 

où X peut prendre une valeur quelconque. Le lieu des centres des sphères 
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1 ' [)()inl P varie, la cyclide correspondante, qui dépend de trois 
< ^, a lu'anmoins une enveloppe qui est la surface de singularités du 



\.i\ (oiisidi rant cette surface de singularités comme Tenveloppe des 
- ,>in r» .s centrales des systèmes A5 du réseau 

on obtient immédiatement son équation : il suffît d'annuler le discriminant 

s 

de la forme quadratique ^ ùiÇaa -h i^b-h y c)Xi des trois variables a, p, y, 

1 
et il vient ainsi 



iai(b,a)Xi 2lQi{b)Xi iai{b,c)a:i 



= 0. 



C'est une surface du sixième degré, admettant le cercle imaginaire de 
l'infini comme ligne triple. 

A chacune des sphères centrales du réseau correspond un complexe 
linéaire de droites; ces complexes linéaires forment une famille à trois 
termes et ont en commun les droites qui appartiennent au système A,. 

Système A4. 

La congruence linéaire de cercles est définie par les équations linéaires 

Pt — loikPik = 0, P2= lbifcPik= o, Pj^z lcikPik= o, P^ — ldtkPik=o. 

M. Stephanos a énoncé le théorème suivant : 

Il y a dans l'espace cinq couples de points pouvant être réunis par des 
sphères à chacun des cercles C d'une congruence linéaire. Ces cinq cou- 
ples de points sont lesjoyers de cinq cercles formant un pentacycle, 

M. Kœnigs en a donné la démonstration qui suit : 
Tout cercle de la congruence vérifie Téquation 

lAikPik = o, 
en posant 
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premier membre de l'équation (k); il vient ainsi 

s 5 

1 1 

en posant 



C'est une cyclide à deux points doubles. 

A chacune des sphères centrales correspond un complexe linéaire de 
droites. Il résulte des formules que nous avons établies que ces complexes 
forment un faisceau; cela résulte aussi, d'ailleurs, de cette considération 
que, si l'on envisage les cercles de A4 qui sont des droites, ce sont des 
droites de la congruencc linéaire commune à deux quelconques des com- 
plexes linéaires et réciproquement. 

Il existe deux valeurs de X pour lesquelles le complexe linéaire de droites 
est spécial; les systèmes A5 de cercles qui leur correspondent sont des sys- 
tèmes pour lesquels la sphère centrale est un plan; donc : 

Tout système A4 peut être défini comme l'ensemble des cercles qui 
rencontrent deux plans suivant des doubles points engendrant respectii^e- 
ment dans chacun des plans des systèmes linéaires K3 de doubles points. 

Les plans passent respectivement par les directrices de la congruencc 
linéaire commune aux complexes linéaires. 

Système A3. 

Le complexe linéaire de cercles est défini par trois équations linéaires : 

P, z=zlaif,pu—o, P^T=lbn.pik—o, l\— IcikPik^ o. 

Il n'y a qu'un cercle de A, sur une sphère quelconque de Tespace. 

Les cercles du système A3 qui sont des droites forment un système de 
génératrices d'une quadrique. 

On en déduit la proposition suivante : 

Les cercles du système A, qui passent par un point P sont répartis sur 
une cyclide ayant pour point double le point P. 
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' ^ «sphère centrale du système 



a un 



par un cercle 



l'onjuguées d'une 



V5 : 



o. 



,, O4 décrivent quatre 

îographiques. Ces quatre 

liions du point O, et, par 



linéaire enveloppent une qua- 

iil par une droite est le même que 

' droite en deux points. Ce dernier 

voit en transformant par inversion. 

i nul du complexe U. Leurs centres sont 

lonce; le lieu de ces centres est la surface 

r les coordonnées x^ du centre d'une des 

on suivante 

ont liés par la relation 

[ S2, ( a a -h |3 6 4- y c -+- id)Y = o. 
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Les quantités A/;^ sont assujetties simplement à six équations linéaires, par 
le fait de l'indétermination de X, (jl, v, p. Si l'on veut que les A/^^ soient les 
coordonnées d'un cercle, le problème sera déterminé, et Ton aura cinq so- 
lutions correspondant à cinq cercles formant un pentacycle; donc : 

Les cercles d'une congruence linéaire sont en insolation avec cinq 
cercles formant un pentacycle. 

C'est un nouvel énoncé du théorème précédent. 

Réciproquementy les cercles en irwolution avec quatre cercles forment 
une congruence linéaire et sont en involution avec un cinquième qui 
forme avec les premiers un pentacycle. 

Sur une sphère quelconque de l'espace, il n'y a pas de cercle de la con- 
gruence. Les sphères qui passent par les cercles de la congruence forment 
ainsi un complexe U de sphères; cherchons l'équation qui détermine ce 
complexe. 

Exprimons que le cercle d'intersection des deux sphères 

2 /, Xi = O, lé X,- Xi := o 

fait partie de la congruence. 
Posons 

k k k k 

il vient 

2;/JX, = o, lljli^o, llfli=o. lifli-^o. 

Considérons dans ces dernières équations les X/ comme des inconnues; elles 
admettent, en général, la solution unique 

h^li. 

Pour qu'il y ait un cercle de la congruence sur la sphère IéliXi:= o, il faut 
donc que ce système d'équations soit indéterminé, c'est-à-dire qu'on puisse 
déterminer X, a, v, p, tels que l'on ait 

pour toutes les valeurs de l'indice i. 
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cercles se coupent donc par groupes de six suivant les centres des dix 
sphères T. 

Faisons d'abord quelques remarques : 

M. Darboux a montré qu'en général il existe un cercle (K) et un seul qui 
rencontre trois cercles (A), (B), (G) de l'espace, chacun en deux points (*). 
Appelons centre radical de deux cercles le centre radical de toutes les 
sphères passant par ces deux cercles. Le plan du cercle (K) est le plan des 
centres radicaux des trois cercles (A), (B), (C) pris deux à deux. Le problème 
est indéterminé dans le cas où deux de ces centres radicaux, et par suite les 
trois, sont confondus, et inversement, si le problème admet plusieurs solu- 
tions, les centres radicaux des trois cercles (A), (B), (C), pris deux à deux, 
sont confondus; les trois cercles (A), (B), (G) sont alors orthogonaux à 
une même sphère. Il est manifeste que les cercles (K) engendrent une sur- 
face qui n'est autre qu'une cyclide, et qu'inversement toute cyclide peut 
être engendrée par le mouvement d'un cercle rencontrant, chacun en deux 
points, trois cercles orthogonaux à une même sphère. Nous retrouvons la 
génération des cyclides due à M. Gasey (*). 

Revenons à la configuration (G); la sphère qui passe par les deux cer- 
cles o5 et 12 coupe la surface Sq suivant un cercle G; de la définition de S^ 
résulte qu'on peut trouver sur ce cercle G une infinité de couples de deux 
points pouvant être réunis par des sphères à oi, 02, o3, o4; je dis qu'il en 
résulte que G n'est autre que le cercle 34- 

En effet, G doit rencontrer en deux points deux des cercles 01, 02, o3, 
o/|, et admettre avec les autres le même centre radical; car, s'il n'en était 
pas ainsi, on en conclurait que trois de ces quatre cercles ont même centre 
radical; démontrons que G doit rencontrer en deux points 01 et 02. 

Gar, s'il rencontrait en deux points o3 et o4, rencontrant o.5 en deux 
points, ce serait 12. 

Si G rencontrait 01, o3 en deux points, rencontrant également o5 en 
deux points, ce serait 24; cette conclusion est également inadmissible; car 
12 rencontre en deux points o3, o5 et o4; le cercle 24 rencontre en deux 



(*) Darboux, Sur une nouvelle définition de la surface des ondes {Comptes rendus 
de V Académie des Sciences, t. XGII, p. 44^-448). 

(*) Gasey, On cyclides and sphero-quar tics (Philosophical Transactions of the Royal 
Society of London, l. CLXI, p. 585-721 ). 
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( )ïi a VU que les cercles de la congruence linéaire sont en involution avec 
cinq cercles formant un pentacycle. La surface S^ pourra donc être définie 
comme le lieu des couples de points qui peuvent être réunis par des sphères 
à (pialre des cercles de ce pentacycle. Il apparaît immédiatement que cette 
surface S» est du sixième degré et admet le cercle imaginaire de l'infini 
conmie ligne triple. 

La surface S^ est définie par quatre quelconques des cinq cercles : 

01 02 o3 o4 o5 



(. 



rJu pentacycle associé à la congruence linéaire. 

Considérons quatre de ces cercles, par exemple 01, 02, o3, o4, et déter- 
minons les quatre cercles i5, 25, 35, 4'>î dont chacun i5 rencontre, en 
deux points, trois oj\ ok^ ol des cercles donnés. Nous pourrons ainsi former 
le tableau : 

01 02 o3 o4 o5 

21 12 i3 i4 i5 
3] 32 23 24 ^5 
4i 4^ 43 34 35 

5i 52 53 54 45 

qui comprend quinze cercles, en remarquant que ij est identique à ji. 

Il est clair que ces quinze cercles sont situés sur la surface S^. 

La configuration (C) des quinze cercles de l'espace dont nous venons 
d'indiquer un mode de formation jouit de propriétés remarquables, énoncées 
[)ar M. Stéphanos, et que nous allons établir : 

Deux de ces cercles sont situés sur une même sphère toutes les fois 
que leurs symboles ri! ont pas d'indice commun. Ainsi ils sont situés y 
trois à trois, sur quinze sphères. 

Ces quinze cercles peuvent être groupés en six pentacycles o, i, 2, 
3, 4, 5. Les cercles appartenant à un même pentacycle ont des symboles 
ayant un indice commun. 

On peut former avec les cercles de la configuration (C) lùngt triples ijk 
renfermant trois cercles jk^ ki, ij. Ces vingt triples se rangent à leur 
tour en dix couples (ijky Imn). Les cercles de deux triples associés (ijk y 
Imn) sont orthogonaux à une même sphère T. Les plans des quinze 



'< 
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l'jir exemple; elle se compose de ce 

' fnvor / d'un cercle de la con- 

i ^iii S ; les traces des cer- 

])()ints qui peuvent 

'ouvons donc la 



10 génération 

i la surface, deux 
s deux cercles fait 
lide : 
c; si par deux points, 
n sidère les deux sphères 
l coupant le cercle C aux 
N décrivent une cyclide con- 
^ oints P et Q. 
|iiéc par M. Saltel (*). 
. on ver une infinité de systèmes ser- 

t oiigruence linéaire de cercles. Rappe- 

irphanos pour déterminer cette surface : 

• le lieu des couples de foyers des cercles 



')] 



IK 



« space ne contient que deux pareils couples de 

.(* points sont définis par la condition de pouvoir 

• res à quatre cercles. Si Ton considère les traces 

di's quatre cercles sur la sphère, les doubles points 

1 1 e reliés aux quatre doubles points (a^ , 6<), (aj, b^)^ . . . 

existe donc deux pareils doubles points, ainsi que nous 

* {)récédemment. 

ces couples de foyers, M. Stéphanos énonce les propositions 

<jns les sphères p, telles que les deux couples de foyers situés sur 



\LTEL, Sur les cyclides {Bulletin de la Société mathématique de France, t. ÏII). 
III. — Fac, de T, E.IO 
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points o3, o.) et 01 ; par suite, 12 et 24 devant se rencontrer, on en conclu- 
rait que o3 et o5 seraient sur la même sphère. 

Donc C rencontre en deux points 01, 02, o5, et admet même centre 
radical avec o3, o4; C est identique à 34. 

Ainsi les trois cercles o5, 12, 34 sont sur une même sphère, et les trois 
cercles o3, 04, 34 ont même centre radical. 

Deux cercles sont, par conséquent, sur une même sphère si leurs sym- 
boles n'ont pas d'indice commun. 

Si Ton considère trois cercles ij\jkj kî, il y a plusieurs cercles rencon- 
trant ces trois cercles en deux points; il y en a donc une infinité, et ces trois 
cercles ont même centre radical. 

Remarquons que 12 rencontre en deux points les trois cercles o4,o5,o3 

23 » o4,o5,oi 

3i » o4,o5,o2 

On en conclut que les six cercles o4, o5, 45, 12, 23, 3i ont même centre 
radical; c'est le centre d'une sphère T. 

Des résultats précédents résulte la construction donnée par M. Stéphanos 
du cinquième cercle oii d'un pentacycle déterminé par quatre cercles 01, 
02, o3, o'i de l'espace. 

On construit d'abord les quatre cercles i5, 23, 35, 45, dont chacun (1 5) 
rencontre en deux points trois (oj\ oky ol) des cercles donnés. Les sphères oij 
j 5 qui joignent les cercles 0/ aux cercles j 5 sont au nombre de douze et se 
rangent en six couples : 



01, 


25 


01, 


35 


01, 


45 


02, 


35 


02, 


45 


o3, 


02, 


i5 


o3. 


i5 


o4, 


i5 


o3, 


25 


• 
o3, 


25 


o4. 



35 



Elles donnent ainsi six nouveaux cercles : 



34 24 23 i4 i3 12 

intersections des sphères des couples respectifs. 

Ces nouveaux cercles sont situés, par couples de deux, sur trois sphères : 
12.34, i3.24, 14 -^3. 

Ces trois dernières sphères se coupent suivant un même cercle qui coïn- 
cide avec le cercle o5 cherché. 

Revenons à la surface Sq ; on l'a définie en partant d'un système de quatre 
cercles C,, C^, C,, C^; considérons la section de S, par une sphère S pas- 
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dixième degré, intersection de deux surfaces Se de M. Stephanos qui ont 
déjà en commun trois cercles et le cercle rencontrant ces Irois cercles ; 
d'autre part, les cercles du système A, sont en involution avec une infinité 
de cercles constituant eux-mêmes un système A< ; en sorte qu'il existe 
une infinité de couples de points, tels que a,, i^,; «2? ^2? •••^ pouvant servir à 
la génération ; tous ces points sont sur une courbe du dixième degré : nous 
verrons que cette courbe est une ligne double de la surface. 

Ceci posé, nous établirons par des considérations géométriques que la 
surface est du dixième degré de la manière suivante : 

Considérons la figure inverse en prenant pour pôle d'inversion le point 
bf ; on obtient une nouvelle surface cerclée définie de la façon suivante : 

Les plans des cercles passent par un point fixe A,, et les cercles peuvent 
ètrç reliés par des sphères à quatre couples de points Aj, Bj ; A3, B3 ; 

A45 134 ; A5, B5. 

Cherchons le degré de la section de cette nouvelle surface par le plan 
AjAjBj; cette section comprend d'abord manifestement un cercle qu'on 
obtient en menant le cercle orthogonal à trois cercles du plan A^ AjB^ ; les 
points de la seconde branche de courbe peuvent être associés deux à deux ; 
la droite les joignant passe par A,. Soit une sécante issue de A, et cher- 
chons le nombre des points d'intersection avec la courbe, c'est-à-dire 
cherchons les cercles qui rencontrent cette sécante en deux points ; si O est 
le point d'intersection de la sécante avec AjBj, la puissance de ce point par 
rapport à l'un des cercles considérés est OAj, OBg. Par suite, si l'on déter- 
mine respectivement sur OA3 et sur OB3 des points A3 et B', par les rela- 
tions 

oa; .0A3 = ob; .0B3 - oa,.ob„ 

les quatre points A,, Bg, A3, B'3 sont sur un cercle qui rencontre en deux 
points l'un des cercles considérés. Opérant de même sur A4, B^ et A5, B5, 
on voit que les cercles rencontrent en deux points trois cercles ayant même 
centre radical ; d'après le théorème de M. Casey, ils sont situés sur une cy- 
clide qui est rencontrée par la sécante A< O en quatre points ; donc le degré 
de la branche de courbe est égal au nombre quatre augmenté de l'ordre de 
multiplicité du point A, . 

Or il y a deux cercles passant par A| et faisant partie du système 
linéaire ; donc la section par le plan considéré est une courbe du huitième 
degré qui se compose d'un cercle et d'une courbe du sixième degré ; le 
point A, est un point double de cette dernière et de la surface. 
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(Ts Sphères coïncident; elles forment un complexe V; par chaque cercle de 
Tespace passent quatre sphères de ce complexe V; la surface Z,, lieu des 
«rentres des sphères de rayon nul contenues dans le complexe V est du hui- 
tième ordre; elle est touchée par chacune des dix sphères T tout le long 
«fune hiquadratiquc; elle a le cercle imaginaire à FinGni pour ligne qua- 
druple et admet pour points doubles les foyers des quinze cercles de la 
configuration (C). 

La surface ïg est manifestement la surface focale de la congruence linéaire 
de cercles. 

Les théorèmes généraux <|ue nous avons établis à Tégard des surfaces de 
singularités permettent d'écrire immédiatement Féquation de cette surface 
focale ; il suffit d'égaler à zéro le discriminant de la forme quadratique 

V 12,(art -k-pb + yc -+■ od)Xi 



(les ({ualre variables a, ^, y» ^ d l'on obticnl ainsi 



212/ (c, a) Xi 
l(Md,a)Xi 



1iili{a, b)Xi 

2lii,(b)Xt, 

ii2,(r, b)xi 
19.i{rl,b)Xi 



ii2,(a, c)x, 
i<Mb,c)x. 

liî,{d,C)Xi 



2il{a,d)Xi 

liii(b,d)Xi 

lSli(c,d)xt 



=:0. 



Systèmr A,. 

L(îs cercles de A, sont répartis sur une surface cerclée. 

Eli général, celle surface esl une surface du dixième degré, adinel- 
taiil le cercle imaginaire de V infini comme ligne quintuple. 

IMaçons-nous dans le cas le plus général. La surface est engendrée par un 
(•(îrcle dont le mouvement est défini en disant que ce cercle peut être relié 
par des sphères à cinq couples de points «,,&,; a^^ b.^ ; ...; a^^ b^. Si l'on 
considère la surface inverse de la surface considérée en prenant pour pôle 
d'inversion un point quelcon(|ue de Tespacc, la nouvelle surface est du 
mémo degré que la première, car elle est définie d'une façon identique. 

Le degré de la surface est donc un nombre pair 2n et elle admet le cercle 
imaginaire de Tinfini comme ligne d'ordre de multiplicité égal à n. 

Remarquons que le lieu des foyers des cercles de A, est une courbe du 



COMME ÉLÉMENT GÉNÉRATEUR DE l'eSPACE. E.77 

niés permet d'écrire immédiatement 
»rtis les cercles du système A, 



^CikPik—O, 



<>; 



' (jUcidra tique 



/ +- ze)Xi 



ihiil amsi : 

■ /,(') Xi 2 2Î2| ( d) Xi 2£2| (é/, e ) Xi 

r, c)Xi 2Q/(e, d)Xi 2l,^i{€)xi 



1= o 



[•V 



\ ^1 



\ . i)assant par le système A, considéré, renferme 
'M (» centrale correspondante peut donc coïncider 
i^ (le l'espace; étant donnée une sphère quelconque, 
î , ci\ la prenant pour une des sphères coordonnées, 
irine A5, passant par A,, pour lequel la sphère cen- 
( «tle sphère ; le complexe linéaire associé est délerminé 
lion suivante : 

m 

'partis sur la surface du dixième degré coupent une 
f/ue en des doubles points dont les droites appartiennent 
' r linéaire. 

inc A, pourra être défini par cinq sphères arbitraires de l'espace, 

< on associera cinq complexes linéaires déterminés qui font pai'tie 

îiiille de complexes linéaires à cinq termes. 

|)<'ut, en particulier, choisir cinq sphères qui ne soient pas des plans 

.les (jue les complexes associés soient spéciaux ; c'est de cette propriété 
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Rappelons les formules qui sont relatives à Tinversion et qui ont été 
données par M. Moutard ( * ). 

Soient m le degré d'une surface,/? le degré de multiplicité du pôle, q le 
degré de multiplicité du cercle de l'infini et soient m', />', q' les nombres 
analogues pour la surface inverse ; on a 

m'^zim — p — 27, m=z2m' — p' — 2q\ 

p' =^ m — 2^, /? = m' — 2q\ 

g' =1 m — p — <y, 7 = m' — p' — q'. 

Dans le cas présent, nous avons 

//l =: 2<7, p zn 2, m' = 8. 

Par suite, 

q = 5. 

La surface sur laquelle sont répartis les cercles du système A, est 
donc du dixième degré ; le cercle imaginaire de V infini est une ligne 
dont Vordre de multiplicité est égal à cinq. 

Les points a, , &, , ... sont situés sur une courbe du dixième degré qui 
est une ligne double de la surface. 

Le lieu des foyers des cercles y qui est également une courbe du dixième 
degré, est une focale de la surface. 

La surface a été définie par le mouvement d'un cercle qui est en involu- 
tion avec cinq cercles fixes ; il est facile de voir que les cercles d'une même 
série de la cyclide sont aussi en involution avec cinq cercles. 

En effet, considérons une cyclide et cinq cercles d'une même série ; il 
existe une seconde série, telle que tous les cercles de cette série rencontrent 
les cinq cercles, chacun en deux points; sur chacun des cinq cercles, prenons 
deux points; on voit que les cercles de la seconde série sont en involution 
avec cinq cercles fixes; mais les cercles fixes ne sont pas arbitraires, comme 
il est aisé de s'en rendre compte. 

Ainsi les cercles d^une même série d'une cyclide font partie d'un 
système A, particulier. 



( *) Moutard, Sur la transformation par rayons vecteurs réciproques {Nouvelles An- 
nales de Mat hé ma tique s f i864). 
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— fl^iil] := O. 

'hère cen- 
lonnenl un 



l, les coordon- 

- c'(>ordonnécs/?|jt ; 
|ii('r, puis éliminant 
iM' outre les coordon- 
• ' est dcMUontrc. 



(\\w nous avons déduit, par des considérations géométriques, le degré de la 
surface. 

Dans certains cas particuliers, on pourra considérer les cercles comme 
assujettis à rencontrer une ou plusieurs droites isotropes. 

Nous terminerons en établissant le théorème suivant : 

Les génératrices de la surface réglée y formée par les axes des cercles 
qui font partie d'un système \^^ appartiennent à un complexe linéain 
de droites, 

("considérons un cercle et ses deux foyers dont les coordonnées pentasphé- 

riques seront 

f I I t t 

cfj, 'J■\^ cfj, ^^, J". 

el 

f» V n II fi 

.Tj, ^^n '^3» «^4» '^s* 

Les équations du cercle seront 

,v\ .r , -f- j: j J7, -+- x\ .r, -t- x'^ x^ -+- x\ x^ = o, 

X ^ X^ -\- .7*2 «3^2 "+" «7*3 «^'3 ~l~ X ^ X^ — |— X ~ Jfj r^i O» 

et l'on aura, pour déterminer les coordonnées du cercle, 

» r >i in 

'^Pik — *^i '^k — "^k^i • 

Supposons que le système de coordonnées pentasphériques soit déter- 
miné, en posant 

2 p j?4 = .r* 4- >'* 4-5' — 1 , 2 1 p JTs zn j?* -i- j* -f- 5' H- I . 

Soient x\ y, z' et a/', y\ z" les coordonnées cartésiennes des deux foyers et 
posons 

|)uis 

mx.,=x'—x\ 01,4=/ — J% CJj^iZZ^'— 3% 

GTlS^j'-S" — ^^^', CTj, := c'^*^ — S^'.r', CTjj = O?'^'' — x' y ^ 

x' u' — x" u' — \, yu' — yu'^Y, z'u'^z''u' = Z, i/'—m" z=U. 

On peut alors prendre pour les coordonnées pi,, du cercle les valeurs 
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NOTE. 



On a vu que le système A- jouit de la propriété fondamentale suivante : 

Les cercles d'un système Ag, qui sont des droites j forment un complexe linéaire de 
droites. 

Cette proposition devient intuitive, si Ton a égard au\ considérations suivantes : 
Considérons un cercle qui se réduit à une droite et cherchons les particularités qui 
alFectent ses coordonnées. Si Ton se rappelle l'interprétation que nous avons donnée 
(les six coordonnées /?u, />,3, p^^^ />,3, pw» Pz^t dont les indices sont formés avec les 
seuls nombres i, 2, 3, 4? ^^ ^ immédiatement cette conclusion : 

Les dix coordonnées p n^ d'un cercle qui se réduit à une droite sont des fonctions 
linéaires des six coordonnées pluckériennes de cette droite. 

C'est sous une autre forme la propriété signalée du système A5. Posons 



1 = 3 



1 = 1 

H/ étant le rayon de la sphère Xi^z o. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un cercle (/>) se réduise à une 
droite s'obtiennent en écrivant les cinq équations 

P, = o, Pî = o, Pa^o, P4 = o, P5=o, 

(jui équivalent à deux relations entre les/?/^. 
L'équation 

représente un système A5, défini par cette condition que les plans de ses cercles pas- 
sent par le centre de la sphère Xj^=zo, et l'on a les propositions suivantes : 

L'espace réglé est formé par les cercles communs aux cinq systèmes linéaires 
P, =: o, Pj= o, P3=: o, P4= o, Pj^ O, tous CCS ccrclcs sc réduisant à des droites. 

L'espace réglé est une des parties constitutives d'un système Si,^ Vautre partie 
étant formée par les cercles dont les plans passent par une droite fixe. 
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'lie suivante 



or 



. obtenu en écrivant 



' ^pace; les plans de ses cercles sont 



. ^t-, 



nérale, si un sjstème quintuplement 
Us droites de Tespace, il est défîni par une 
l>io((uement. 
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L'INTÉGRATION DE L'ÉQUATION 



d$^ m Ee/M« H- Q F^/m di' -f- Grfi'S 



PAR M. A. LEGOUX. 



Bien des méthodes ont été données pour intégrer Téquation d'Euler. La 
suivante, fondée sur des considérations de Mécanique rationnelle, ne pa- 
raîtra peut-être pas dépourvue d'intérêt. 

Considérons toutes les surfaces dont l'élément linéaire est représenté 
par la formule 

ds^ = E e///' -H 2 F du dv -h (; e/r*. 

Supposons que l'on cherche la figure d'équilibre d'un (il posé sur ces sur- 
faces, et admettons que les forces qui sollicitent le fil en chacun de ses points 
soient telles qu'il existe une fonction potentielle U, cette fonction étant 
d'ailleurs une fonction quelconque de u et de v. 

En appliquant la méthode de Jacobi, on trouve que la solution du pro- 
blème dépend de la connaissance d'une intégrale complète de Téquation aux 
dérivées partielles du premier ordre 



G/^^V_aF— — -+-£('— ^ 
\ du ) du dv \ âv ) 



h étant une constante arbitraire. 

C'est une équation toute pareille à celle que Ton obtient en étudiant le 
mouvement d'un point sur une surface. 

Soit V une intégrale complète contenant, outre la constante /i, une nou- 
velle constante a. l^a figure d'équilibre du fil est donnée par les deux équa- 
tions 

(2) 



(3) 
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F. 2 A. LEGOUX. — SUR l'iNTÉGRATION d'l'NE ÉQUATION. 

La première est l'équation de la courbe d'équilibre du fil, la seconde 
donne la longueur de l'arc. 

Or on peut satisfaire à l'équation (2) d'une infinité de manières, en 
posant u=/((i)j étant un paramétre arbitraire et y* une fonction quel- 
conque. Il en résulte pour v une valeur correspondante p = ?(^)- En rem- 
plaçant u et c par ces val(»urs dans l'équation (3), on aura s en fonction du 
même paramétre, et ces expressions Sj u el v contiendront deux fonctions 
arl)itraires,y et U des variables u et i\ 

li'équation (i) est l'équation aux dérivées partielles dont dépend la déter- 
mination d'une ligne quelconque tracée sur les surfaces. Si U = o, c'esl 
ré(|uation à laquelle Gauss a ramené la recherche des lignes géodési([ues. 

fntrgradon de V équation ds^ =:^ f^ du^ -k- g^ ds?^ -{- k^ dw'^ . — On sup- 
pose que u^ i', Kv sont les coordonnées curvilignes orthogonales d'un point 
d(» l'espace;, dn représente la distance de deux points infiniment voisins. 

Supposons que Ton cherche la figure d'équilibre d'un fil flexible et inex- 
h»nsible, dont chaque point est soumis à des forces telles qu'il existe une 
fonction potentielle U quelconque de w, p et iv. 

Vax appliquant la méthode de Jacobi, on trouve que la solution du pro- 
blème dépend de la connaissance d'une intégrale complète de l'équation aux 
dérivées partielles du premier ordre 

Soit V une intégrale complète contenant, outre la constante /t, deux nou- 
velles constantes a et &, on a pour déterminer la figure d'équilibre du fil les 
équations 

da ~ ""' db ~ ^' ôli ^ ~ ''• 

Si maintenant on pose u =: f((i) = fonction arbitraire d'un paramètre 0, 
les deux premières donnent i^ et w en fonction de 0; la troisième fournira la 
valeur de s. 

On aura ainsi exprimé w, r, vv, s en fonction d'un seul paramètre 0, et il 
entrera dans ces expressions deux fonctions arbitraires /et U. 
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CHOC SUR L'AIMANTATION RÉSIDUELLE 



D'UN BARREAU DE NICKEL, 



PAR M. G. BERSON, 

!*rofesscur de Physique à la Faculté des Sciences de Toulouse. 



1. Je me suis propose d'éludicr comment varie le moment magnétique» 
d'un barreau de nickel qui reçoit, dans des conditions déterminées, des 
chocs provenant de la chute d'une masse de bronze tombant de hauteurs 
connues. J'ai résolu précédemment le même problème pour Tacier (*). 

Le barreau sur lequel j'ai expérimenté est une tige cylindrique de nickel 
à peu près pur, qui m'a servi déjà (^) à étudier Tinfluence de la température 
sur le coefficient d'aimantation du nickel, (^e barreau a une longueur de 
'i.5*^™,oG et un diamètre de o*^'",.)7 à la température de i.)*^. Chaque fois 
qu'il doit subir une aimantation nouvelle , il est ramené préalal)lemenl à 
l'état neutre dans une étuve à paraffine bouillante; j'ai montré en efiet 
qu'à 340^, température inférieure au point d'ébullition de la paraffine sous 
la pression ordinaire, le nickel cesse d'être magnétique et ne s'aimante pas 
par le refroidissement quand on le maintient perpendiculaire au champ 
magnétique terrestre. 

L'appareil à chocs est le même qui m'a servi pour Tacier (^). Toutefois, 
dans la crainte de détériorer le barreau de nickel, je ne lui fais pas subir 
directement les chocs du mouton; ce barreau est introduit dans un Irou 



(*) Annales de Chimie et de Physique^ G* série, l. XIV, 1888. 

(*) Annales de Chimie et de Physique, 6' série, l. VIII, 188G, cl Journal de Physique, 
2* série, t. V, 1886. 

(') Annales de Chimie et de Physique, G* série, l. XIV. 1888. 
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cylindrique, de même diamètre que lui, creusé dans une pièce de bois 
dur : c'est sur cette pièce de bois que vient tomber la masse de bronze 
de 2400^''. 

2. Les moments magnétiques sont mesurés par la méthode de Gauss, le 
barreau de nickel étant placé dans le méridien magnétique qui passe par le 
centre de Taiguilie déviée. Les déviations sont lues par le procédé de Pog- 
gendorffau moyen d'une bonne lunette dont l'objectif a un diamètre de 4^"* 
et qui permet de lire au ~ les millimètres tracés sur une échelle placée à 
une distance d'environ 3'° de l'aiguille et fortement éclairée. La mesure d'un 
moment magnétique résulte de la différence a — ^ des déviations obtenues 
quand on présente successivement à l'aiguille mobile l'un et l'autre des 
pôles du barreau do nickel. 

La lecture d'une position de Taiguille se fait toujours par le pointé de 
trois élongations successives. Toute mesure de déviation se trouve toujours 
comprise entre deux déterminations du zéro de l'appareil, ce qui permet 
de tenir compte des variations de la déclinaison pendant la durée d'une 
série d'expériences. Si l'appareil est bien réglé, le zéro doit correspondre à 

la déviation • 



I. — Chocs sur un barreau aimanté placé dans un champ nul. 

3. Le cas le plus simple à étudier est celui où le barreau aimanté est à 
l'abri de toute action magnétique extérieure; il n'est soumis alors qu'aux 
actions démagnétisantes, telles que le champ dû à son magnétisme résiduel 
et les réactions élastiques du milieu, et à la force coercitive. 

Le cylindre de nickel ayant été recuit et aimanté préalablement dans la 
portion uniforme du champ d'une longue bobine, je le place dans la pièce 
de bois dur dont j'ai parlé plus haut et cjue je fixe horizontalement entre les 
deux montants de mon appareil à chocs. Avant l'introduction de l'aimant, 
j'ai réglé par tâtonnements la position de l'appareil de telle façon que la 
cavité cylindrique de cette pièce fût à très peu près perpendiculaire au mé- 
ridien magnétique. L'action du champ terrestre se réduit alors sensiblement 
à la production d'une légère aimantation transversale qui n'a, comme vient 
de le montrer M. Paul Janer, qu'un effet très faible sur l'aimantation longi- 
tudinale. 
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4. Dans ce cas, le choc détermine toiijonrs une désaimanlntion ; «ne suc- 
cession de chocs égau\ produit une diminution graduelle du moment uia- 
(înétiquc qui tend vers une certaine limite. 

Le Tableau suivant en donne un e\em[)le : 



^oml»rc 
Ae chocs. 


Moment 
mngiiij|ji]iic M. 


pnurunclif 


, 




>;i" 


^ 




5,<r. 






^■7' 






i,jï 








ao 






3o 


ifi.s 


O.IIÇ, 


IW 




o.oil 












ii,i>rr 



On voit que la diminution du moment magnéliquc, forte pour le premier 



choc et les quelques suivants, s'atténue rapidement. Si Ton prend pour 
abscisses les nombres de chocs et pour ordonnées les moments magnétiques 



(i./l 



G. BERSOX. 



correspondanls, la courbe figurative du phénomène ressemble à une branche 
d'hyperbole équilatère avant une asymptote parallèle à Taxe des abscisses 

5. Les ordoiniées de la courbe décroissent d'autîint plus rapidement, 
pour un même moment magnétique initiîd, (jue l'intensité du choc, c\*sl- 
à-dire la hauteur // de chute du mouton, est plus considérable. Les nombres 
donnés dans le Tableau suivant sont relatifs à deux séries d'expériences, 
(hms chacune desquelles les valeurs initiales du moment magnétique, très 
voisines d'ailleurs, ont été réduites à un même nombre, M^, M, et M-, étant 
les moments magnétiques après o, i, .5 chocs. 



h. 



M.. 



CIU 



o 35,0 

1 4 2" , o 

"D »>,'> 

•>.9 «,3 

49 3, H 

81 3,0 





Tableau IL 


Première ! 


série. 

M, 

M,,' 




M,. 


M, 


33, 


1 


1 


9,4 


«) , 3; I 


0,269 


7," 


0,443 


o,*.>oo 


5 , a 


0,9.37 


0, 1)0 


>. , 2 


0,109 


o,o63 


1,3 


0,086 


'S 043 



Seconde série. 



h. 



i*ni 



14. 
34. 

>4. 

«4. 



M,. 



91,4 
67,85 
63, 80 
61,80 
38, 10 



M. 
M. 



1 ,000 
o,7Î2 

0,698 

0,676 
o,635 



(î. Les deux séries de nombres précédents montrent en outre que, pour 
un même choc, la diminution l'elative du moment magnéti([ue est d'autant 
plus marquée que le moment initial est plus petit. \a^ Tableau suivant mettra 
mieux le fait en évidenc(» (Tunilé d(» mesure des momcMits n'y est plus la 
même que précédemmeni). 

Tableau III. 



Mo. 
Mt 

Mo 
Mj 
Mo 



95 , 3o 
0,682 



o,Dri 



73, 2 j 
0,07'» 

o , 3o8 



h = 84'"'". 
3r , 10 
0,646 



45,81 12,60 8,5o 2,0 

o,5">.2 0,412 ",345 o,3oo 



i),Î76 o,33o o,».42 0,164 o,oi3 



Vax résumé donc, la loi sensiblement hyperboli<jue de décroissement du 
moment magnéticpie sous des chocs égaux dépend à la fois du moment ini- 
tial et de la hauteur de chute du mouton. 
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II. — Chocs sur un barreau non aimanté préalablement. 

7. Il ne se présente pas ici les mêmes difficultés que j'ai rencontrées pour 
Tacier. Il suffit, en effet, de porter le nickel dans une étuve à paraffine bouil- 
lante et de la laisser se refroidir lentement pour obtenir un barreau à l'état 
neutre. 

Le champ magnétique dans lequel je place le barreau pendant qu'il 
reçoit des chocs est le champ du à deux bobines égales, de même axe, par- 
courues par le même courant dans le même sens. Ces bobines sont en- 
roulées sur la pièce de bois dur qui reçoit les chocs du mouton et qui, à 
cet effet, a la forme cylindrique, sauf à la partie centrale, non recouverte d(» 
fil, où doit s'abattre le mouton. Le barreau, étant disposé dans la pièce de 
bois constamment à la môme place, sera soumis, dans les diverses expé- 
riences, à un champ magnétique de forme invariable dont la force en un 
point varie proportionnellement à l'intensité du courant des bobines. 

8. Lorsqu'on fait passer successivement un certain nombre de fois le 
courant sans imprimer aucun choc, on constate que le métal s'aimante; 
en général, son moment magnétique, qui a pris une certaine valeur par le 
premier passage, s'accroît graduellement par les passages suivants et tend 
rapidement vers une limite. Si, lorsque cette limite est atteinte, on fait 
passer de nouveau le courant en donnant des chocs, il se produit un ac- 
croissement, le plus souvent très notable, du moment magnétique qui atteint 
finalement une limite nouvelle. Dans une série d'expériences, la première 
limite M était 6,8, la deuxième M' a été 22,2; dans une autre série, j'ai 
obtenu M = 28,3 et M'= 35,7. 

9. Le rapport -7=- est, pour un choc d'intensité donnée, d'autant plus 

grand que M a une valeur plus faible. Le Tableau suivant est relatif à des 
chutes du mouton d'une hauteur h = 84^'". 

Tableau IV. 

M 28,45 26,50 21, o> 9,85 9,4^5 7,o5 4>975 3, 60 i ,85 i,3o 

M' 35,70 35,0 34,775 27,35 27,95 27,675 23,45 19,975 i5,55 16,35 

M' 

yf 1,25 1,32 1,65 2,78 2,97 3,9.4 4,71 5;49 8,îo 12, 5S 



(J,G G. IJEKSON. 

On voit que dans les cliamps faibles le choc décuple, et au delà, le mo- 
ment inaj^étique. 

10. Lorsque la première limite M a une valeur déterminée, la deuxième 
limite M' est d'autant plus élevée que Tintensilé du choc est plus grande, 
comme on en peut juger par le Talileau suivant : 



Tableau V. 




M' 


M. 


M'. 


M 


5,9 


2o,83 


3,n 


5,9 


^'»,4<> 


4,i4 


9,1 


aîjO 


a, 75 


8,75 


25,65 


'.94 


9,1 


27,7 


3,o4 


8,o5 


9.3 ,6o 


2,9l 


8,o5 


a5,5o 


3,i8 


8,o5 


a- ,6-, 


3,nî 



/l. 

14 

ai 

i4 

19 

34 

19 

'>A 

44 

11. La deuxième limite est toujours atteinte après un nombre de chocs 
d'autant plus petit que la hauteur de chute du mouton et l'intensité du 
champ sont plus grandes. Ainsi, pour h = 8/j*^"* dans un champ intense, la 
deuxième limite s'obtient par le premier choc, tandis que pour h = i4*^'"? 
dans un champ faible, il faut une vingtaine de chocs pour faire prendre au 
moment magnétique sa valeur maxima M'. 

12. Lorsqu'un barreau de nickel, partant d'une aimantation nulle, est 
placé dans un champ magnétique et y reçoit des chocs, le moment magné- 
tique part de zéro pour atteindre au bout d'un nombre suffisant de chocs 
une valeur limite, et cette valeur ne diffère pas de la deuxième limite M' 
dont je viens de parler plus haut. La loi suivant laquelle s'accroît le moment 
magnétique peut être représentée géométriquement par une branche 
d'hyperbole équilatère asymptote à une parallèle à l'axe des chocs, de la 

forme 

b 

'' w -r C 
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a = 16,04 
6= 9,o63 
c= o,565 




y calculé 

o 

10,2 j 
1-2 , 5 1 

i-i,4i 
i5,i8 
r3 , 60 
iG,o{ 



13. La limite vers laquelle tend le moment magnéti(|uc, c'est-a-dire Tor- 
donnée a de l'asymptote, dépend, comme c'était à prévoir, de l'intensité 
du choc pour un champ donné; elle varie dans le même sens que cette in- 
tensité. Dans le Tableau suivant, le champ magnétique reste constant et les 



hauteurs de chute du mouton sont successivement de i4*^", 2^1*^"* et 84 



cm 



Tableau VIL 



h. l'i*^-". 

a Mî^o 

b '7îi6 

c 1 ,20 



21 



cm 



16,04 

(),oG3 
o, 563 



18, i>. 

0,'>.72 

(),oi5 



Nombres li — l'j*". 

chocs. y observé, y calcule. 

o o o 

I 6 , 5o 6 , 3o 

a 8,85 8,94 

5 10,90 11,53 

10 12, 5o i'>-i77 

•xu 1 3 , 5o 1 3 , 5o 



h — Tifi'"", 



y observe, y calculé. 



Il = S\' 



y observé, y calculé. 















10, '25 


1 , 2 5 


17,85 


I7i8'> 


1 -A , > 


1-2, 5l 


18,173 


ï7,99 


14,10 


U,ii 


18,10 


18,07 


1 3 , 25 


i5,i8 


18,10 


18, 10 


i5,6o 


i"3,6o 


18, 10 


18,10 



On peut remarquer sur ces nombres que le moment magnétique prend 
sa valeur maxima d'autant plus vite que h est plus grand. Ainsi, pour 
// = 84*^", la Hmite est atteinte dés le deuxième choc, tandis qu'on en esl 
encore loin au vingiiéme choc pour une chute de i4^'". On le voit d'un coup 
dVil sur \^fig' 2. 

14. D'autre part, lorsqu'on obtient deux moments magnétiques égaux, 
l'un sansle secours du choc dans un certain champ, l'autre avec rintervention 



du choc duiiii tin champ hcaucoup plus faihic, on peut constater que la 
slahilitr do ces aimantations résiduelles est sensiblement la même, c'est- 



à-dire que leurs lois de décroissemeut dans les mêmes conditions sont très 
voisines l'une de l'autre. 

III, — Chocs dans un champ quelconque sur un barreau aimanta. 

15. 'l'ai expérimenté finalcinent sur un barreau de nickel dont l'aiman- 
tation résiduelle avait atteint sa valeur limite M par des chocs de hauteur 
donnée h dans un champ déterminé I; j'aî soumis ce barreau k l'action de 
chocs nouveaux de hauteur // dans un champ l', et j'ai mesuré la limite M' 
du nouveau moment magnéti(jue. Il est clair que ce problème général coni- 
pivnd les problèmes particuliers que j"ai étudiés précédemment. 

iVous aurons à considérer tous les cas compris dans le Tableau suivant : 
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ix r<o, 

V>\ { h'— h, 

Ixl'>o / V=zl \ h' — h, 

r<l { h' -h, 
h'</i. 

Premier cas. — 1 et V de signes contraires. — Lorsque la force du 
deuxième champ est de sens contraire à celle qui a produit l'aimantation du 
barreau, c'est-à-dire de même sens que la force démagnétisante, il y a tou- 
jours diminution progressive du moment magnétique qui tend vers une 
limite positive ou négative dépendant des valeurs relatives des deux champs 
et de la grandeur des chocs. 

Si le deuxième champ est beaucoup plus intense que le premier et si les 
chocs nouveaux sont beaucoup plus forts que les autres, le moment magné- 
tique sera renversé. Si au contraire la force du deuxième champ est beau- 
coup plus faible que celle de l'autre et de même les chocs beaucoup plus 
petits, le moment magnétique conservera linalement son premier signe. 
Entre ces deux hypothèses extrêmes, il y a place pour plusieurs hypothèses 
intermédiaires, la limite du moment magnétique étant fonction des cpiatre 
variables indépendantes I, T, h et /i. 

Second cas. — l etV de même signe : 

i^ r> I. Pour A' 2 A, il y aura toujours accroissement de l'aimantation du 
barreau qui tendra vers la même limite M' cpic si le barreau partait d'une 
aimantation nulle. Ainsi le barreau, qui dans un certain champ I avait pris 
pour des chocs de i4*^" de hauteur un moment M = 4 1 , 9, a été placé ensuite 
dans un champ V à peu près double et a reçu des chocs de 29*^'" de hauteur; 
on a obtenu alors M' = 475^5 ^^ q^iî ^^t sensiblement la valeur du moment 
quand le barreau non aimanté préalablement est placé dans ce dernier 
champ r et y reçoit des chocs de 29*^". Le cas particulier I = o, // = o, a 
été étudié précédemment. 
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(f.IO G. DERSON. 

Pour //-< //, il peut y civoir accroissement du moment magnétique, sur- 
tout si r est notablement plus grand que I. Ainsi, pour I produit par le 
courant de cinq couples Meidinger et h = .k'J*^", on obtient M = 8,6; n élé- 
ments au bichromate de potasse donnant un champ !'> I, avec h = i/»^™, 
déterminent M'= i2,7j. Autre exemple : pour I produit par i élément au 
bichromate et h = 8/|*^™, on a M = 7, 15; puis pour V dû à quatre couples 
do même nature et //'= 14*^"? ^^ moment s'élève à M'= 22,85. Mais, géné- 
ralement, Taccroissement du moment magnétique est insensible ou nul : 
ainsi, avec i Meidinger et // = G/j*^'", on a M = 8, G, puis avec 5 Meidinger 
ot //' = 54*^'", on obtient seulement M'= 8,7; de même, avec A = 34*^™ et le 
«H)urant de G Bunsen, on mesure M = 4^>?75 et M' prend la même valeur 
({uand on opère ensuite avec 10 Bunsen et une chute h = i4*^"'. 

2" r = I. Pour h'^Sfij les chocs nouveaux n'ont aucune influence sur l'ai- 
mantation du barreau, c'est-à-dire M'= M. Le fait est évident dans le cas 
de Tégalité des chocs; dans le cas de chocs plus faibles, il résulte de la lec- 
ture des nombres suivants : 

^ = 84*''", /i'=i4<^™, 

M — 17, 1 5, M'r= 17, 1. 

Pour ///>//, le moment magnétique s'accroît toujours et prend la même 
valeur finale que si le barreau partait d'une aimantation nulle : ainsi le bar- 
reau de nickel, aimanté par des chocs de 84*^*" dans un champ donné, prend 
un moment magnétique égal à 18,1; si, le barreau ayant été ramené à Tétat 
neutre, on fait les deux expériences suivantes, on trouve 

h — l4<-", /i'i=84^"», 

M=:i3,5o, M'=i8,io. 
De même, après avoir reproduit l'état neutre, on trouvera 

/? = 24'-"», /i'=84'^", 

M = i5,6o, ]Vr=: 18, 10. 

On voit donc que le moment maximum obtenu par des chocs de 84*^™ est 
indépendant de l'aimantation initiale produite avec des chocs plus faibles. 

3^ r< I. Pour h'^hj il y aura toujours abaissement du moment ma- 
gnétique, qui tendra vers la même Hmite que s'il partait de zéro. Ainsi, 
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Ton trouve les nombres suivants 

1, //7^84<^™, M 77^43,6, 

r=7cnviron, //'— S/i*""", M'— 20,9, 

et la valeur 20,9 est précisément celhî qu'atteint le moment magnétique 
dans le même champ T quand il n'y a pas craimantation préalable. 

Pour h > h\ il pourra y avoir augmentation ou diminution du moment 
magnétique suivant les conditions de Texpérience. Exemple : avec le 
champ I dû à I lîunsen et // = i4*^™, on trouve M = /|3,55, et avec le 
champ r dû à un couple au bichromate et h' = 84^"*, on obtient M' =21,05; 
au contraire, j'ai déterminé les nombres suivants : 

1(4 Meidinger), // = i4''™, M = 7,25, 
r(3 Meidinger), //'=64*^"S M'=8,7o. 

Nous avons traité, au commencement de cette étude, le cas particulier 

r = o. 

Conclusion. — Ces différents phénomènes sont en général analogues à 
ceux que présente l'acier et trouvent leur explication dans l'hypothèse d'un 
métal formé de molécules à forces coercitives diverses, les vibrations pro- 
duites par des chocs d'intensité donnée ne rendant temporairement libres 
que les molécules dont la force coercilive est inférieure à une certaine valeur 
correspondante. 

Au point de vue pratique, il résulte de mes recherches sur l'acier et le 
nickel : i*' qu'avec un champ de faible intensité on peut donner à un barreau 
une aimantation résiduelle considérable, à la condition de le mettre en vi- 
bration pendant qu'il est dans le champ; 2^ qu'il y a lieu d'éviter avec le 
plus grand soin les trépidations dans les machines à aimants permanents, 
trépidations qui abaissent rapidement la valeur du moment magnétique. 



SUR LA 



RÉDUCTION EN FRACTION CONTINUE 



d'une série 



PROCÉDANT SUIVANT LES PlISSANCES DESCENDANTES DINE VARIABLE, 



PAR M. T.-J. STIELTJES. 



1. Soit 

(0 S=:-:--, -4-— -...-+- (-1)'* -3^ 



X X* X' 



une série procédant suivant les puissances descendantes de x. 11 est clair 
qu'on pourra, en général, la transformer en fraction continue delà manière 
suivante : 

(.) F= '^—- 



X 



\-\ 



X 



I -+- . . . C,;,_, 



1+ ''*'' 



^-H. 



En désignant alors par 



Pt Co 


P, c„ 


Q. "■^' 


Q, x-\-cC 



P 

les réduites de cette fraction continue, le développement de ^^ suivant les 

puissances descendantes de x donnera une série dont les n premiers termes 
coïncident avec ceux de S. 
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La fraction continue F peut se transformer encore en F' 



C^) 



F -- 



Co 



.r -+- c, — 



c, r, 



.r-h c,-t-Cj 



<- 3 <^\ 



X -h Cv -h Cg — 



P' r P' 

(*l, en dcsiernant par jrr = — -^— j -.tÎ\ • • • les réduites de cette seconde frac- 
lion continue, on a identiquement 



2/f 



2. 11 est clair que les coefficients Cq, c,, . . ., c,,, . . . sont des fonctions ra- 
lionnelles der/o, a,, ....«,,,.. .; c„, du reste, ne dépend que de ao, a,, . . ., r/„. 
Posons 



(4) 



1, 



A« = 



«< 



fl'i 



a. 



a, 



«/i-i «/i 



(5) 



H,^I, B^=: 



«1 


^, 


^'i 


''^ 


• • 


• • 


rt,l 


^/l-»-l 



flr„_ 



/ï-i 



^, 



a 



in- 1 



• • • • 



on aura 



r_ a^n 



(0) 



^I/l-l 



^2/i 



A«H„_, 

A«n. 



La démonstration de ces formules ne présente aucune difficulté, et nous 
ne nous y arrêterons pas, renvoyant le lecteur qui désire plus de détails sur 
ce sujet aux Mémoires suivants : 

FuoBENius nnd Stickelberger, Ueber die Addition und Multiplication der eliip- 
tischen Functionen, {Journal de Borchardt, l. 88.) 

Frobenius, Ueber Relalionen zwischen den Nâherungsbriichen von Potenzreihen. 
{Journal de liorchardt, t. 90.) 
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3. Mais le problème de la transformation de la série en fraction continue 
est susceptible d'une autre solution que nous allons développer. 

Knvisageons d'abord le problème inverse, c'est-à-dire cherchons à 
exprimer réciproquement les a^ au moyen des c„. Nous proposons, pour ce 
problème, la solution suivante : 

Calculons d'abord une série de quantités a,,;^, p/jt d'après les formules 
suivantes : 



(7) 



(7') 



(7^) 



[ «0,0 — '> 






1 «I.*— o 


lorsque 


/>/, 


' P/.A O 


lorsque 


/>A; 


/ Po.A — «0, 


jt-h Cîa,,A-, 




Pl.i-^«I. 


itH-c^aj.A, 




] Pj,*-»!, 


A 4-^6 as,/.. 





Pi,A— «/.A- -l- ^ii+jai-^i,*» 



«0 


,Ar+l — 


Cl Pc 


,A, 






«1 


,*-+-! ^^ 


Cz^i 


./t-H 


Po 


,A» 


«» 


,Ar-M — 


C,^f 


,A--+- 


Pi 


,A' 



«i,Jt-l-l — ^IZ-HI ?/,*-+- P/-1,A» 



Si l'on dispose ces quantités dans le Tableau suivant : 



«0,0 


Po,o 


«0,1 

«M 


Po,i 
ri,i 


«0,i 

«i.ï 
«î.t 


Pc, 


«0,3 
«1.3 
«i.3 
«3,3 



















Pi. 3 
Ps,3 
P3,3 



on voit que chaque colonne verticale se déduit de celle qui la précède, et, 
en effectuant le calcul, on a 



1 


I 


Cl 

I 


I 













r.3 



Ci-hCt-hCi 



c]-^cl-h aciCjH- CjCg 



c\ 



(\ 
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Ceci posé, les quantités a^^ ... s'expriment au moyen des a/^^, P/^^t, ainsi 
(ju'il est indiqué par le théorème suivant : 

I. La forme quadratique à une infinité de variables 



m 00 



7^ 7^ ^i-^k^i^k 


est é^ale à 

^*0 [ «0,0 Xq -h «0,1 Xi -f- «0, j Xj -h «0,5 Xj -h . . . ]' 
+ CoC,C,[«,,,X,-h «,,,X,4- «i.aXjH-. . .]* 

CoC,CjC3C4[a,,,X,-t-a,,,X8 + . ..]« 

^0^1^J^3^4^5^6L«3,3^8^~ • • 'J 



de même la forme quadratique 



00 00 



^^^/+A-h|X/Xa 







'st égale à 



Q<?i[(3o.oXo-l- (3o,iX,4- (3o.îX,4- Po.aXj-h. . .]* 

Co^i^iesCPi.iX, -+- (3i,,X,4- (3i,,X,-4-. . .]* 

CoCiCjC3C4C5[pj^,Xj-|- pjjsXs-t-. . .]" 
Co Cl Cj C3 C4 Cj C5 C7 [ p3^3 X3 -+-...] 



4. Pour démontrer ce théorème, soient 

A=:Co[ao,oXo-4- «o.iX, -h. . .]* 
4-CoC,c,[a,,iX,-f-...]» 



B = CoC,[(3o.oXo+(3,.tX, + ...r 

-hCoC,C,03[(3,,,X,H-...]* 



Ce sont là des formes quadratiques qu'on pourra mettre sous les formes 
suivantes 



00 00 



A = Zj Zj A/.aX/X;^, 







B=:22^''*^'''*' 
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Nous remarquons d'abord que 

A/4.1, Jt=:B/,it. 

En effet, la valeur de A,^,,^ est 

c'est-à-dire, d'après les relations (7"), 

(8) Coao.*CiPo./-+-CoC,c,a,,*[Po./-+-C3Pi,/]4-CoCjC,C3C4a,,ii.[[3,,/+Cj(3,,/]-+-..., 

tandis que la valeur de B/^^ est 

c'est-à-dire, d'après les relations (7'), 

(9) CoCi(3o,/[ao.*^-c,ai.*] 



L'identité des expressions (8) et (9) est évidente. 
Il est clair qu'on aura de la même façon 

A/,jt-Hi = B,-,jt, 
donc 

A/-Hi,A= A/,^4.i; 

d'où l'on conclut que généralement 

sous la condition i •+- /c = r -4- 5. 

On voit par là qu'il existe une série de quantités 

CIqj â(|y Ctfy O^j • • •« 

telles que l'on a identiquement 



« ttb 



A = J^ 2^ ai^tc X,- X A , 







B = ^ ^ Û/-HA--K1 X/ X jt. 
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De plus, si l'on remarque que, d'après notre algorithme, on a 
on conclut directement les valeurs des déterminants 



Oi 



«1 



«1 



««-1 • 

• • • • 






— - Cq X CqC|C] X Cf^CiC^C^C^ X • . . X CqCiC) . . . ^tA— ti 



a 



n 



a 



/i-»-i 



■ • • • • • 



^/i ^/n-i • • • ^ 



în-l 



— ^0^1 X ^0^1 ^1^1 ^ • • • X ^0^1 ^î • • • ^tn 1 ' 



et les formules que nous avons rappelées dans le n** 2 montrent alors que, 
en réduisant en fraction continue la série 



On a* Oa 



.r j:* ' x^ 



on obtient la fraction continue 



J7 



IH — 



X-+- 



Le théorème énoncé est ainsi démontré. 

5. On voit, par ce qui précède, que Ton pourra écrire immédiatement la 
fraction continue F, dès que Ton aura obtenu les décompositions en carrés 
des formes quadratiques 



oc oc 



oc » 



^ ^ ^i-hk ^/ Xa, ^ 2^ «/+*^-l X/ \f^ . 







U 



Nous ajoutons que, en connaissant seulement la décomposition en carrés de 



«0 00 



Z^ ^^/-ha-X/Xx, 
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on pourra écrire immédiatement la fraction continue F'. En effet, dans cette 
fraction continue figurent seulement les quantités 



et 



Cy, ^iCj, C3C4, CgCg, 



<*i, Cj4-C3, C4 -H C5, 



Les premières sont connues immédiatement. Quant aux autres, il suffit d'ob- 
server que 



«^/i./ï-M — Cl -4- C2 + . . . -h Cfn-^i, 



pour en conclure 



Cl — ao,i! 



Cj-+- C3 = «i.î— «0,1, C44- C5 = at,3— a,,,, 



Sous une forme légèrement modifiée, nous pouvons dire : 
II. Si l'on a identiquement 



^ ^ai^k^iXk — eo[\o-+- aiXi4-a,X,-+-. ..]» 

■4-6,[Xi4-?,X5-+-...l* 







4-£,[X,-+-y, X34-. . .]- 



oFi a en même temps 



cia Ot a* a, 



X a:* ' x^ x^ 



X -h (Xi — 



£1 I ^0 



(2 ^ ^î '^1 

Pj «1 ô— 



jr 



fi. Nous allons donner maintenant quelques applications de ces tliéo- 
rèmes. Considérons pour cela le développement 



(séc^)^* — «0 



a 



1 .2 



■-.r^ 



a 



' a-' 



1.3.3.4 



a • • • 



On trouve facilement 



CTo = I, 



«1 m A:, a, t=i 2A:4- 3 A:*, a, m 1.6 A* 4- 3oA*h- iSA'^-h. . .. 



Généralement a^ est un polynâm 
nômes est très compliquée, l^j^ 



lis la loi de ces poly- 
iction en fraction 
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sioii, nous tVrons voir que la fraction coiiliimc (|ue nous venons d'obtenir 
«'st ('onver^n^nt(» et n»|)rés(»nt(M»fl*ectivenient Tintéprale si Ton supposa* jr*>o, 
/. > o. 

Notons, en [)assant, le cas |)artieulier A- = — //, n étant un nombre entier 
pr>sitif. I^a fonnule (\o) se réduil alors à celte identité algébrique 



.r f- n 



-f- 



(n)y 



./• -\- n — '\ 






( n )„ 



.r — n 



9s' 



I ./i 



./• 



T(/I — I) 



J[' — . 



n. I 



.r 



7. Nous allons doinier maintenant um» application du ihéoréme II. (Con- 
sidérons pour cela la fonction 

/— sinaina*, 

le module élanl /r comme (Tordinaire. Va\ calculant les dérivées successives, 
on voit cpi'on a 

/ - :siiiam^[rto]> 

/" r- sinam.z[^,4- ^1 v], 
' I '; \ /^^ — sinain^[^/j-}- htz -f Cj^'J, 

/ *^ -. sinam.r[rt3-^ h^z -+- c^z--h (f^z^]^ 



où nous avons posé, |)our al)rég(»r, :; = A* sinam'-.r. 
Il est clair (Misuitc; que 



^'f,../-"-^» 



suiain./- Tz 7 ,, 

^^ I . !î . J . . . ( 2 // -H I 



et, d'après la séiic de Tavlor, on a 



i.î 



i'4 



l[siiiain(.r I y)\ sinain(.r --,v)| — / h/" - -f-/-^^ — ;-^-^ -f 
c\»st-à-dir(», d'après les formules ( i i ), 



• > 



I r^) 



-. sniain./' 



-1- z smani./' 



} (sinaiii(./- ■\- y) -i- sinain(.r — r)] 

f'o -H ('i -' - -+- fU — ---.T— 7 -\- . 

h -î — .\. h. • .. - 4-. 
• '^ I . î . J . \ 



I .'< 

I 3*sinaln.^ 



r-, 



K 



I . '.î . 3 . .1 



■] 
■] 
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D'autre part, on a, d'après les formules d'addition, 

^ [sinam(j? -h/) -H sinam(j:r-- r)] 

_ sinam^oosam/ Aamj 
"~ I — AVsinam*.r sinain'v 

=- sinamji'cosamr Aam V j i 4- Ac sinamM' 4- A'^'sinam* v 
La comparaison avec (12) fait voir que 



I- 



.î 



k'V 



cosam/ Aamr = ^o-+- ^1 -^ -f- a 



1.2 * 1 . 2 . 3 . 4 



1-2 



>'V 



k sinam'jcosam V Aan)j=: />, — - 4- ^ 



Â*sinam*y cosamr Aain >• 



1.2 " I . 2 . 3 . 4 

^•4 



* 1.2.3.4 



cFoù Ton conclut, par intégration, 



.'3 



»'•» 



sinani V =: ^oj -+- ^i -^ — + '^j '.. ^ - 

l«2.*' ■•'.t.iJ.i.|.<l 



(i3) 



' -irsmanrrr^ 
' 3 '^ 

— siiianv*)' ~ 
ù 



y^ 



v 



I . *>. . 3 I . 2 . ii . J . 5 



f% 



I . '>. . 3 . 4 . ■> 



4- • • • > 



4- • • • 1 



Si Ton se rappelle qu(» j = A sinain*./;, on voit que le second membre de 
la formule (12) peut s'écrire 



X' 



.r' 



n„.r 4- a, ^ 4- a 



1.2.3 



I 1.2.^ 



h. 



3f y 



4- • • • X a,y 



1^0. 



»/3 



^1 



3 2 'If" 

l.-^.O.^.*) 



4- «■> 



•j > , . 4- • 



] 



X 



X 



1.2. 3 



AT- 



1" 



<^'i : T H- ^i 



3/ •■ 



1.2. > 



I . •< . 3 . 4 . •> 



— -i_ . . 



Ti 



4-- 



)•• 



I . •>. . 3 . 4 . ' 



- ♦— • • 



i.,> 



tandis que le premier membre est 



a^ 1.2. ..(2/14-1)^^ ^ ^^ ^' ' J 
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La (Mïiuparaison do (u»s doux oxpressions donne celte relation reinar- 
(|iial>lo 

nu, 00 (|ui roxionl au inonio. 







Vvaul ainsi ohtonu la dôconiposilion on carrés do \ ^«/^.iVjX*. i»ii 



•■ 



poul ôoriro innnôdialoniont la rôduclion on fraction conlinue df la >-tï-- 
-^ Il suflîl pour cola do calculer a^. h^ : />,, Iki r\, #•. i^ •p.i 



n'a aucuno diftîcullô* à Taido dos ft^rniulos ni). 

\'.\\ inoditianl lôjroivnionl It* ivsullal ainsi ohtiMUK nou> Inuixons •jw--. > 
l'on ocril 



smam.r rz jr r — je, 



.1 * 



I. j. ^ 



-. — ^t 



I . > . .1 . \. » 



la sorio ^ divorironlo > 



1* _ :^ 



\u\ proNÎtMit do rintOi:ral«* 






* 



,!*>nn.* Li n\uMî>:i v- :::.:/.; •: .-nxvrjrîitv 



< 4 



. .V^'^., .1.. 



^ 1 .". v" .■.;>..',.'.■..'.. ■' 



■<^ \ •■■«* 



r i 



Su,. .- 
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• oiuliiit à des résultats analogues, mais qui offrent encore une application 
(lu théorème I. 

Soil /(.r) = cosama? : en introduisant encore la quantité z =ksu\ixm^j\ 
1rs dérivées d'ordre pair se présentent sous la forme suivante 

( / =cosam^[«o]» 

^' *> ^ /^*> = cosamj?[a,-+-^j5-+-Cj3*], 

/(«)=zcosama?[a3H- bjz-^ c^z'-h diZ^], 



t'I il est clair que 



cosam 



^^ 1 . 2 . 3 . . . ( 2 /l 



(2/1) 



I^e théorème de Taylor donne ensuite 

l[cosam(a:-i- v) -h cosam(^ — r)l =/-+-/" -^^^ — h/^*^ — ^^-0-7 -+- 
^^ ^ ^' ^ ^ '^ -^ *'i.2 •' 1.2.3.4 

ou bien, en introduisant les valeurs (i5), 

( lO) |[cosara{j7-i-j') -hcosani(a:— v)] 

r y' y' 1 

=rcosain^ ûTo-h ai- h «j — ' .. / H 

L 1.2 1.2.3.4 J 



;; cosam 



L 1.2 1.2.3.4 J 

4- c* cosamo: Cj — ^-^-7 h 

L 1 . 2 . 3 . 4 J 



D'autre part, les formules d'addition donnent 

j[cosam(.r -+-7) -f- cosam(j: —y)] 

cosamo^eosam V 
I — A'sinam*a:sinam-/ 

= cosaniJ7 cosam/ [14- A';?sinam'y 4- /r*^'sinani^/4-. . . ] 
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SUR LES FRACTIONS CONTINUES ALGÉBRIQUES. II. I) 

Il est à remarquer que a,, a.,, aj, . . . ont ici les mêmes valeurs que dans 
les formules (i5), mais il n'en est pas de même des 6/, C/, (]etle re- 
marque est à peu près évidente, car si Ton prend encore a^ = i , on tire d(»s 
formules (19) le développement 

cosamor : 



Ir: 



2 . . . ( 2 /i ) 




La formule de Taylor donne 



r' .,.. r^ 



\[cosBiï){jr-hy) - cosain(^ —7)] =/' ^ -h/^tv^ h-/^^' , ^ ■> / .■• -^ •• • 

et, si Ton introduit les valeurs (h)), 

(20) J [cosam(x- 4-7) — cosam(oF — r)] 



= sinam 



u? Aam^ «1—4- <73— = — n -^-^3 o r - H 

L I 1 . 2 . J 1 . 2 . J . 4 . •> 1 

r y' 'j'* n 

-h ^sinamx Aamx b^ — — - -h ^3 ., , ^ H 

I 1.2.3 1.2.3.4.0 I 

4- -3' sinamx Aamx c^ ., . ^ -\ 

L j. 2.3.4.5 J 



or on a 

}[cosani(jf 4-7) — cosam(x --^ )] 

sinam.r Aam.r sinam/ Aamy 

I — A' sinain^^r sinam^j 

= — sinamx AamcTsiiianir Aam7[i 4- A- sinam*/4- A':?* sinam^v 4-. . • | 
donc, par comparaison avec (20), 

Y «y/S <»'5 

— sin am V A am v ^=z ai- — ha^ —^ — 5 4- ^3 .. , > 

^ I 1.2.3 I.2.3.4.i> 

, . I — A' sinam'r Aamr = h^-^ — r 4- ^3 '.y , r 

(21) ( J J *i.2.3 M. 2. 3. 4. 5 

— A'* sinam*/ Aam/ = C3 \ ^ ^ 4 
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\jr s(»c()iid membre de la formule (20) s'éerlt donc 



^/,- 



I 



./ 



.1 



aA 



/', 



1.2.3 
.3 



ffi 5 — 7 — z 

l ,2 .0 .L\.D 



X 



H 



L'3 



vi 



at 



./• 



b^ 



.t 



• •> 






.T' 



c. 



I . ?. . 3 . 4 . 3 



] 
] 



X 



X 



[ 



bt 



1.2.3 



i'3 



1.2.3 



a 



[ 



' 1.2.3.4 


.5 


-r' 




' 1.2.3.4. 


•* 


J' 





3 'J / .*■ 

I.2.i>.il|.0 



] 
] 



lîindis que le j)remi(»r membre est 



1 . 2 . . . ( 2 /i r ' » / j 



On en conclut 



a/+A-Hi — «/-^i ^Ah^i -+- ^/-n ^A^i -H ^/-Hi Ca-4-1 h- • 



ou encore 



(•>/«) 



00 ce 



2j ^ ^f^A-Hi X, \a — [rii \o-hai\i-\-ct2^2-f-. . .]' 







-h [/^jXj-h^jXj-h...]- 

-h[c3Xj4-...r 

4- 

I j»s décompositions en carrés donnét^s par les formules (18) et (22) per- 
nn'ttent malnlenant d'écrire immédialcMnent la fraction continue F, qui 
résulte de la série 



f7n Os 



a. 



X .r* ' x^ 



• • • • 



Vm cliangeanl léji^érement les notations, nous écrivons le résultat final 
iiinsi : soit 



cosam.r=: ;3o- ;3, -^^-^"^t — -^— 



• • j 



iilors la série (diverjrente ) 



r'o 



./• .* 



,1 






. . . , 



pji provient de Tinlégrale 



^ e-'-cosain5d«. 
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ÉTUDE 



D UN 



COMPLEXE DU SIXIÈME ORDRE, 



PAR M. V. BOUQUET, 

Professeur de Mathéinaliques spéciales au Lycée de Toulouse. 



I. — Propriétés caractéristiques des droites du complexe. 

t. Le complexe considéré dans le présent travail est celui que forment 
les directrices des sections planes d'une quadrique donnée. Pour trouv(»r 
Téquation de condition à laquelle satisfont les paramétres de toute direc- 
trice D, nous ferons usage de la notion du cercle représentatif d'un s(*gmenl , 
introduite par Laguerre à Toccasion de son Mémoire sur l'emploi des ima- 
ginaires dans la géométrie de res[)ace {Nouvelles Annales de Malhênui- 
liquesy 2* série, tome XI, pages i/| et suivantes). 

Laguerre appelle cercle représentatif d'un segment réel ou imagi- 
naireaa, le cercle d'intersection autre que le cercle de l'infini (ombilicale)^ 
des sphères de rayons nuls ayant pour centres les extrémités du segment 
considéré. Ce cercle a pour centre le milieu du segment aa'; son plan est 
perpendiculaire à la droite aa\ et son rayon est égal au produit /y — 1, / 
désignant la demi-longueur du segment. Il résulte de là que ce cercle est 
réel, seulement dans le cas où les points a et a' sont imaginaires conjugués. 

Inversement, le cercle représentatif détermine les extrémités du segment 
correspondant. Il n'y a (rexception que dans le cas où la droite aa' est iso- 
trope, ce ([ui a lieu quand son prolongement rencontre l'ombilicale. Alors, 
(juels que soient les points a et a' pris sur cette droite isotrope, le cercle 
représentatif est cette droite comptée deux fois. 

Ceci posé, la proposition fondamentale de cette étude est la suivante : 

2. TiiKonÈME. — Pour qu^une droite D, située à distance finicy non 

m. — Fac. de T. I.I 
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tangente à une quadrique et non isotrope, soit directrice d^une seciion 
plane de cette quadrique S, // faut et il suffit que le cercle repréwen- 
tatif (X) du segment axji que la droite D intercepte dans la surface 
rencontre la droite ii polaire conjuguée de D par rapport à S. Si ceiie 
condition est remplie, le point de rencontre F de (A) arec A est le foyer 
correspondant à la directrice D, dans la section de la quadrique par le 
plan (F*, D^ que déterminent le point ¥ et la droite D. 

Pour le démontrer, considérons d'abord la section faite dans S par un 
plan I^. Soient F un foyer de la section et D la directrice correspondanle. 
La [K)laire de F par rapport à la conique de section étant D, le plan polaire 
(le ce point F relativement à S passe par D et, dès lors, F appartient à la 
polaire conjuguée A de* I). D'autre part, les tangentes menées de F à la sec- 
lion et dont les points de contact sont situés sur D sont isotropes, ce qui 
montre que F est à des distances nulles d(îs points a et a' où D rencontre 
la section, c'est-à-dire la quadrique S. Donc, le point F, déjà situé sur A, 
se trouve encore sur le cercle représentatif (A) du segment aa'. 

Réciproquement, soit D une droite située à distance finie, non tangente 
à S et non isotrope. Supposons que le cercle représentatif (A) du seg- 
UM'iWlaa'^ interce[)té par 1) dans S, rencontre A en un point F. Considérons 
la section faite dans la rjuadricjvie par le plan (F, D). En vertu des restric- 
tions précédentes, les points a et a' sont distincts ainsi que les droites Ya 
et Fa'; de [)lus, ces droites sont isotropes puisque les distances Fa et Fa' 
sont nulles, F étant sur (A) par hypothèse. Enfin ces droites sont tan- 
gentes à la section, car F appartient à la polaire conjuguée A de D. Il en 
résulte (|U(î D est un foyer de la section et que D est la directrice corres- 
pondante*, c. Q. F. D. 

.*{. Remarques. — I. La démonstration qui précède montre la nécessité 
des restrictions contenues dans Ténoncé. Nous nous proposons, avant 
d'aller plus loin, d'examiner successivement les cas qui échappent à la 
règle générale. 

Mais auparavant nous ferons observer qu'une droite réelle D ne peut être 
directrici» d'une section plane dont le plan est réel que si les points a et a' 
on elle pei'ce la (luadricjuc sont imaginaires. S'il en est ainsi, le point F, 
Hupposé uniciue, est réel ainsi que le plan (F, D) de la section. Toutefois, 
cela ne suffit [)as encore pour la réalité de la section elle-même, car il peut 
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coupent au point F, qui est sur A. Or ces droites Fa, Fco sont isotropes, 
puisque F est un point du cône isotrope de sommet a et que tù appartient à 
Tombilicale. Donc, la droite D est la directrice de la section considérée, le 
foyer correspondant étant le point F. Qn verrait, de même, que la section 
de la surface par le plan (F', D) a D pour directrice et F' pour foyer cor- 
respondant. 

La droite considérée D est donc la directrice de deux sections planes, 
il n'existe pas d'ailleurs une troisième section dont D soit la directrice, car 
le foyer correspondant devant appartenir à A et au cône isotrope de som- 
met a ne peut être que Tun des points F ou F' déjà obtenus. 

Il reste à considérer le cas où une droite D est à la fois tangente et iso- 
trope. 

Nous allons démontrer que toute droite D satisfaisant aux deux condi- 
tions précédentes doit être regardée comme directrice de la section faite» 
dans la quadricjue par le plan contenant cette droite et la tangente à Tom- 
i)ilicalc au point a où elle rencontre cette courbe. 

Soit, en efîet, a le point de contact de D avec S, ce point pouvant être 
distinct de a ou confondu avec lui. Tout plan passant par D coupe S sui- 
vant une conique touchant 1) (în a, La droite D sera directrice de celle de 
ces sections pour les(]uelles les tangentes issues de a, lesquelles se confon- 
dent avec 1), seront les scMiles dioites isotropes du plan de cette section. 
Or les plans tangents à Tornl^ilicale sont les seuls dont les droites isotropes 
s(» confondent. La droite D (\sl, par suite, la directrice de la section faite par 
le plan contenant cmMIc droite» et la tangente à l'ombilicale au pointa, le 
foyer corres|)ondanl à I) étant le point a où elle touche S. De plus, cette 
section est la seule dont 1) soit la directrice. 

I^]n résumé, j)our (ju'une droite» isotrope soit directrice d'une section plane 
de S, il faut et il suffit qu'elle» soit parallèle à Tune des quatre génératrices 
communes au cône directeur de la surface et au cône isotrope de même 
sommet, ou bien qu\îll(» soit langenli» à S. i^ans le premier cas, la droite 
(»st directrice de deux sections planes dont les plans sont généralement dis- 
tincts et ne se confondent que lorscjue la droite est Tune des asymptotes de 
la quadri(|ue. 

111. On est conduit, (ra[)rès ce qui précède, à riThercher s'il n'existe pas, 
en dehors des dii'ections isotropes asymplotiques, d'autres directrices sin- 
*:;ulicres ou doubles, en entendant par là ([u'elles sont directrices de deux 
sections planes. 
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Pour qu'une droite D non isotrope présente cette particularité, il est né- 
cessaire et suffisant que le cercle représentatif (A) rencontre en deux 
points la droite A et, par suite, que cette droite soit contenue dans le plan 
de (A). Ceci a lieu seulement dans le cas où la droite D est perpendiculaire 
à Tun des plans principaux de la surface. Si cette condition est remplie, la 
droite A et le centre (A) sont contenus tous les deux dans ce plan principal 
et ont deux points communs F et F*'. La droite D est la directrice des sec- 
tions faites par les deux plans (F, D), (F', D). 

Donc, les seules directrices doubles sont les droites parallèles soit aux di- 
rections principales de la surface, soit aux quatre directions isotropes de son 
cône directeur. Il n'existe pas d'ailleurs de directrice qui puisse convenir 
à plus de deux sections planes. 

IV. On déduit encore de ce qui précède qu'il existe sept points pour 
lesquels le cône du complexe est indéterminé, ce qui signifie que toute 
droite passant par l'un d'eux est directrice. Ces sept points, qui sont d'ail- 
leurs les seuls, comme nous le verrons bientôt, possédant la propriété indi- 
quée, sont tous situés à Tinfîni. Trois d'entre eux sont réels et appartiennent 
aux directions principales de la quadrique. Les quatre autres sont imagi- 
naires et résultent de l'intersection de l'ombilicale avec la surface. On sait 
que les trois premiers sont les points d'intersection des couples de côtés op- 
posés du quadrangle ayant les quatre autres points pour sommets. Tout(» 
droite passant par l'un de ces sept points, qu'on désigne sous le nom de 
principaux ou d' indétermination , est non seulement directrice, mais di- 
rectrice double ou singulière. On ])eut remarquer encore que ces sept 
directions singulières sont celles des droites dont chacune est parallèle à 
deux plans cycliques de la quadrique proposée. 

Il reste à faire voir qu'il n'existe pas d'autres points d'indétermination 
(|ue les sept points dont on vient de* parler. 

Si Ton prend d'abord sur Tombilicale un point a qui n'appartienne pas à 
la surface, ce point ne saurait être un point d'iiidéterminalion, car, en par- 
ticulier, les droites non tangentes à la surface et passant par ce point ont 
des directions isotropes, mais non asynq)totiques, et ne peuvent, par suite, 
être des directrices. 

Si l'on prend maintenant un point A qui ne soit pas situé sur l'ombilicale 
et qui ne coïncide pas avec les points où les directions principales de S ren- 
contrent le plan de Tinfini, il est évident que les génératrices du cône de 
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soniniet A, circonscrit à S, ne seront pas toutes des bissectrices des angles 
formés par les droites suivant lesquelles les plans tangents correspondants 
coupent S. Dès lors ces tangentes, en particulier, ne seront pas des direc- 
trices et le point considère n'est pas un point d'indétermination. 

Nous nous i)roposons maintenant d'appliquer ces considérations géné- 
rales au cas où la quadrique S possède un centre unique à distance finie. 

II. — Cône du complexe. 
1. Rapportons la quadrique S à ses plans principaux. Son équation sera 

Il faut trouver la condition pour que la droite D, représentée par les équa- 
tions 

l m n 

soit directrice d'une section plane de cette quadrique. 

Kn désignant par u;|,y^, z^ les coordonnées du milieu m du segment aa' 
(jue D intercepte dans S, et par X, la valeur commune des rapports (a) 
relatifs à ce point, on aura d'abord 

Z I ^n Zq -\- /l A 1 9 

et, en exprimant ensuite que le point m appartient au plan diamétral con- 
jugué de D, lequel a pour équation 

Ix m y n z 

on aura 

/ j7o m Ko n z^ 



,,, . ABC 

(4) /, = ^ 



//i* //• 



A B ' C 
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Si Ton écrit maintenant les équations de D sous la forme 



X — X 



1 _ J— Jt _ Z — Zy^ __ 



où p désigne la distance du point (^, JK, z) de D au point (^o/i, 2|), et si 
Von porte les valeurs ci-dessus de x^y^ z dans l'équation de la surface, on 
trouve aisément, pour la demi-longueur du segment aa\ 

(5) 



n* — 


St( 


P-hm 


•+«•) 


P — 


A 


-^B 


+ 


C 


Si = 


1- 


B 


C 


-^ I. 



après avoir pose 
(6) 

Les équations du cercle représentatif (A) sont donc les suivantes : 

(7) ^(^ — ^i) + "^(y — 7i) -+- f^i^ — -1) =0» 

(A) j(8) ia:-x,y-^(y-y,r^(.-z,y = -^p^=^^^. 



ABC 



dont la première représente le plan perpendiculaire au segment aa' en son 
milieu, et la seconde la sphère ayant le cercle cherché pour grand cercle. 
Les équations de la droite A, polaire conjuguée de D, savoir 



Ix my nz 

'' ' =0, 



= I 



ABC 
B 



l{x — Xi ) _^ miY—yt) ^ n(z — Zi) _ 



peuvent s écrire 

A B • C 

(9) ' 

l Xijx — x^) , 7i(7 — 7i) . z^{z — zi) _ ^ 

Il reste à exprimer que le point de rencontre des plans (7) et (9) appar- 
tient à la sphère (8). Si Ton désigne par a/^ y ^ z' les coordonnées du point 
(l'intersection de la droite A avec le plan perpendiculaire à D en m, on 
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Irouve, par rapplication de la règle de Cramer, 



AS,/w/t(B-C) 
jc — .r. = - 



OO) (y — yi=^ 



/?i/iXi(B — C) -h /«OiiC — A) -h //W5,(A — B)' 

BS|/»/(C — A) 

/w/i^,(B — C)H-/i/v,(C — A)-h/m5,(A— B)* 



^,__ CS,//w(A — B) 

^ "* ~ //i/i.r,( B — C) -^ /i/.v, (C — A) -h ///i5, ( A — B) ' 

La substitution de ces valeurs dans Téquation (8) donnera la condition 
cherchée. 

Kemarquons d'abord que la quantité S| est en facteur. I^ suppression 
<le ce facteur est légrilinie, car la solution S, = o correspond au cas où la 
droite D est une tangente (juclconque et n'est pas, dés lors, directrice. Ou 
a donc simplement la condition 

"^ S.{^ -T-— -^~Va«/ii'/i=(H — (:)=-^B«/r-/^C-A)«-r-(:-/=m-(A-B)-l 
==n/î-h /w«-î- /i«) [/ii/Kr,lB — C) -r /*/v,^(: — A> -^ ///!;;,( A — B)]*. 

Remplaçons maintenant r,, >',, j, par leurs valeurs (^3) el (.î) en fonc- 
tion de Xo^^Vo, :?o- " vient tl'abord 

* mn u-, ^ B — m — /i/ > , ( C — A ^ — hn c, ( A — B ^ 

i^ m n j\, {\\ — C'. ) -f- fi / »o ^ <^ — V > -r- ///i 3o ^ A — B ), 

^ "' \ ■ 'B "^ r: ' " ' ~\ ÎT " "c" ' 



>I- 



x" B ■" T: 



après avoir posi* 



>o- .v---ir-^ï:-' 



I-a condition pmir ipie la droite 1>, représentée par les équations ('2 ), soil 
directrice il'une section plane est ilonc 



lU 



^'1, A "^ B ~ IT ' " VA B ■*■ î:' ' I 
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La méthode précédente suppose, à la vérité, que la droite D n'est point 
tangente ou isotrope; mais on peut prévoir que la condition obtenue s'ap- 
plique encore, par continuité, à ces cas exceptionnels. D'ailleurs nous véri- 
fierons bientôt que la condition (i3) est générale. 

5. Pour trouver l'équation du cône du complexe ayant pour sommet un 
point G, situé à distance finie , et dont nous désignerons les coordonnées 
par iCo, y^^ Zq^ il suffit de remplacer, dans l'équation (i3), /, m, n par les 

différences x — ^'o ? JK -~ ^o 5 ^ — ^0 • 

Afin d'abréger, nous transporterons les axes de coordonnées au somm(»t ( i 
du cône du complexe, et nous désignerons les nouvelles coordonnées par l(»s 
mêmes lettres x-, y^ z\ nous posterons ensuite 

^•^Va^b^c; Va ^TT^irj^"' 

(i:i) { Ay^*(B -C)=-4-B*5*x--(C — A)'H-C2x'»x*(A — B)»=K, 

L'équation du cône du complexe sera, dans le nouveau système d'axes, pa- 
rallèle aux axes primitifs 

(15) II.K--I.L*. 

Kn ordonnant cette écpiation, on s'assure aisément qu'il n'existe, à distance 
finie, aucun point d'indétermination, ce que l'on savait déjà (Remar^que IV 
dun^3). 

Donc le cône du complexe est du sixième ordre lorsque son sommet rst 
à distance finie, 

6. L'interprétation géométrique des expressions II, I, K, L fera non 
seulement connaître un certain nombre de droites remarquables situées 
sur le cône, mais permettra aussi de démontrer la généralité de la con- 
dition (l'i). 

1" L'équation II=ro représente le cône circonscrit à la quadrique (»t 
ayant pour sommet le point donné (j ; car cette équation, équivalente à la 
condition S, = o, exprime que le milieu d'une droite D est sur la surface, 
c'est-à-dire que celte droite est tangente à la quadrique proposée. 

III. — Fac. de T. 1.2 
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2*^ L'oqualioli K = o reprcscnle un cône du quatrième degré. Ce cône 
admet comme génératrices doubles les parallèles aux axes de la quadrîquc 
cl n'a pas d'ailleurs d'autres génératrices réelles, ni doubles. 11 contient 
aussi les parallèles menées par son sommet G aux droites isotropes du cône 
directeur de la quadrique, en sorte ([ue les sept directions singulières du 
complexe lui appartiennent. De plus, les plans tangents suivant ces droites 
isotropes sont tangents à l'ombilicale. On vérifie aisément ces résultats au 
moyen des équations de ces (piatre droites, savoir 

a:^ y* z* 



A(B — C) "~ lue -A) "~ C(A-B) 
t de Téquation du plan tangent au cône (K), laquelle est, en général, 



yi '^^ " 



j\y^ z désignant les coordonnées du point de contact et X, Y, Z les coor- 
données courantes. 

]jC cône du quatrième degré (K) est complètement déterminé par lu 
condition de contenir les directions singulières du complexe et d'admettre, 
suivant les directions isotropes, (jui sont pour lui des génératrices simples, 
des plans tangents déterminés; car, les trois premières directions singii- 
lièi^es étant des droites doubles du cône (K), le nombre total des conditions 
est égal à quatorze, nombre requis pour la déterminalion d'un cône biqua- 
dratique dont le sommet est dcmné. On indiquera plus loin une autre défi- 
nition géométrique de ce cône. 

i** L'équation 1 = o représente le cône isotrope ayant le point G pour 
sommet. 

/|" Enfin l'équation L= o est celle du cône de Cbasles relatif au point G, 
c'est-à-dire du cône du second degi'é, lieu des normales menées du point G 
à toutes les quadriques liomofocales à la proposée. 

(.A»ci posé, la forme (t 5) de Téqualion du cône du complexe montre que 
(•(* cône contient les droites suivantes : 

i^ Lns droites isotropes du cône circonscrit (II). On sait, d'après la 
Hemanpie II du n** 3, que ces droites sont des directrices exceptionnelles. 

2** Les droites communes aux deux cônes (II) et (L). A cause du fac- 
teur L-, les plans tangents au cône du complexe suivant ces droites sont 






«•(■ 



( 
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\ à (S). Ces droites sont directrices des sections 
lanjj;;cnts considérés, puisqu'elles sont normales 
à S passant par leurs points de contact avec S, 
• ih* (le Chasles. 

'f's (lu cône directeur de S ayant G pour sommet. 

■Iriccs doubles dans le sens de la remarque III du 

lis fi^énératrices doubles du cône du complexe. On 

calculant les dérivées partielles du premier membre* 

lit que ces dérivées sont annulées par les valeurs, déjà 

relatives à chacune des droites considérées. 

Ntersection des cônes (K) et (L) qui sont : d'abord les 

(!<» S, droites doubles du cône (K) et aussi du cône du 

autres droites imaginaires suivant lesquelles ce dernier 

>s(*rver que les directrices exceptionnelles issues de G sont 
celte énumération, ce qui justifie, ainsi que nous l'avions 
K ralité de la condition (i3). 

lions de constater que les directrices singulières issues du 
i ombre de sept, sont des arêtes doubles du cône du complexe». 
^ d'ailleurs, en général, d'autres arêtes doubles en dehors de 
n\ vient de parler, puisqu'il n'y a pas d'autres directrices 



(j 



ce qui a été dit (^Remarque III du n® 3) concernant les posi- 
lirectrices singulières, les arêtes doubles du cône du complexe 
.('cs, trois à trois, sur six plans parallèles aux plans cycliques réels 
binaires de la quadrique. 

conséquences ont lieu quelle que soit la position du point G, pourvu 

•î point soit situé à distance finie et que l'une des expressions H, K, 

ne s'annule pas identiquement pour les coordonnées de ce point. La 

lière de ces expressions L peut seule présenter cette particularité, ce qui 

eu quand le point G est le centre de S. Dans ce cas le cône du complexe 

l formé de l'ensemble des cônes (H) et (K). Cette remarque fournit la s(»- 

^nde définition géométrique que nous avions annoncée pour le cône (K). 

Pour toutes les positions à distance finie du point G, autres que le centre 

de S, lé cône du complexe est indécomposable, sans quoi ce cône aurait un 

nombre d'arêtes doubles supérieur à trois dans un plan, ou bien un nombre 



I 
II 



•( 
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lotal de ces areles supérieur à sept. Il n'existe donc pas, à distance finie, de 
surface des singularités pour le complexe étudié. 

l^^nfin, d'après le nombre total de ses arêtes doubles, le cône du complexe 
<*st de la seizième classe. 

8. Supposons maintenant que le point G s'éloigne à Tinfini dans ladirec- 
lion définie par les équations 

X Y z 

l m II 

L'équation du cylindre auquel, dans ce cas, se réduit le cône du com- 
|)lexe, n'est autre que l'équation de condition (i3) où l'on regardera a-^, 
j'oî ^0 comme des coordonnées courantes, et /, /;/, n comme des constantes. 

Ce cylindre est du second degré, à moins (jue la direction donnée ne 
coïncide avec l'une des sept directions singulières, au(}uel cas Téquation ( 1 3) 
(levi(*nt une identilé, ce qui doit élre (^Remarque fil du n" 3). 

On a, dés lors, la proposition suivante : 

Le lieu des droiles parallèles à une direction donnée non singulière 
qui sont directrices de sections planes de S est un cylindre du second 
degré qui touche^ suivant deux droites^ le cylindre parallèle circon- 
scrit à S. 

Dans le système d'axes adopté, ces droites sont contenues dans le plan 
représenté par l'équation 

mnx{}^ — C) H- nty{C — A) H- lmz{k — B) = o. 

On peut dire également que, lorsque le point G s'éloigne à Tinfini, le 
cône du complexe se déconq)ose en un cylindre du second degré et le plan 
de l'infini pris quatre fois. 

9. Pour toute droite I) appartenant au complexe, on sait construire le 
foyer correspondant F et le plan d<î la section (n"* 2 et 3). Les équations 
qui déterminent le foyer sont les équations (lo) où x\ y' ^ z' désignent les 
coordonnées de ce foyer et x^^y^^ z^ celles du milieu de la corde interceptée 
par IJ dans la quadrique. On renq)lacera X|,y,, ^, parleurs valeurs dé- 
duites des formules (3) et ( i). 

Les équations (lo) deviennent illusoires quand le dénominateur s'an- 
nule. Mais, dans ce cas, tous les numérateurs doivent être nuls pour que les 
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oqualions(7) 61(9) du cercle représentatif (Ao) et de la droite A soient com- 
patibles. Alors, si S, est nul, la directrice I) est une tangente à S. Si S, est 
différent de zéro, deux au moins des quantités /, m, n sont nulles et la di- 
rection D est parallèle à Tun des axes de S. Dans les deux cas, on sait 
trouver directement le foyer correspondant à D. 

L'équation du plan (F, D) de la section s'obtient aussi sans difficulté. 
Nous nous bornerons à l'écrire 

(16) /(a: — ^o)[R'ï'(C — A)4-Cm*(B — A)] 

n{z — 5o)[A/7i*(B - G) -+- B/'( A - C)] = o. 



Cette équation convient à tous les cas, sauf ceux dans lesquels la droite I) 
est une directrice singulière. On traitera directement ces cas particuliers à 
l'aide des Remarques II et /// du n*^ 3. 

L'équation (16) montre que les plans des sections admettant pour direc- 
trices des droites parallèles sont aussi parallèles entre eux, ce qui pouvail 
être prévu. 

10. Jusqu'à présent nous avons supposé que les axes de la quadricpit» S 
sont inégaux, c'est-à-dire qu'elle n'est pas de révolution. 

Quand il en est ainsi, deux des quantités A, B, C sont égales. Soit, par 
exemple, A = B, auquel cas la surface est de révolution autour de l'axe* 
des z. L'équation de condition (i3) se décompose en deux. D'abord on a la 
solution /^* = o, qui donne deux fois toutes les droites perpendiculaires à 
l'axe de révolution, ce qui ne doit pas étonner, attendu que les directions 
de ces droites sont des directions principales de la quadrique. On obtient, 
en second lieu, la condition 

= ( /* -h m* -f- /^» ) ( / jTo — '^'/o)'» 

qui fournit un cône du quatrième degré pour le cône du complexe. 

Les formules et les résultats obtenus peuvent aussi s'appliquer, avec de 
légères modifications, au cas où la surface est un cône. Dans ce cas, l'équa- 
tion de S peut s'écrire 

Â^B-^C=^^- 
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Le seul changement porte sur les valeurs de S| et S©. Pour le cône, on a 

Le cône du complexe est encore du sixième ordre quand S est un cône quel- 
conque, et du quatrième pour le cas où S est un cône de révolution. Lorsque 
le point (î est à Tinfini, le cylindre du complexe devient alors Tensemblede 
deux plans. 

III. — Courbe du complexe. 

H. La courbe du complexe relative à un plan P est, comme on sait, 
Tenveloppe F des droites du complexe situées dans le plan P. En général, 
la classe de cette courbe est égale au degré du cône du complexe. 

Il en résulte que, dans le problème actuel, la courbe F du complexe est 
de la sixième classe. 

Pour s'en rendre compte directement, il suffit de remarquer que les tan- 
gentes à la courbe F menées par un point G du plan P sont les directrices 
issues de G et contenues dans P. Ces droites sont donc les arêtes de section 
du plan P et du cône du complexe ayant G pour sommet. Ce cône étant du 
sixième ordre, les droites cherchées sont au nombre de six, ce qui établit l«t 
proposition. 

La considération du cas où le cône dégénère en un cylindre monlf^ * 
encore que le nombre des tangentes menées à la courbe F, parallèlement a*, 
une direction donnée de ce plan, est égal à deux. Il faut, en outre, leur ad — 
joindre la droite de Finfini qui est ainsi une tangente quadruple. 

L'équation de condition (i3) met en évidence une propriété fort reniai* — 
(juable de la courbe F. Nous allons eflectivement démontrer la proposilioM » 
suivante : 

12. Théorème. — La courheT contenue dans un plan P est homofocal^ ^ 
à la section de la quadrique proposée par ce plan^ pounu que le plar^r 
considéré ne soit parallèle à aucune des directions isotropes du cônr:^^ 
directeur de S. 

Supposons donc que le plan P ne soit parallèle a aucune des droites is(j — 
tropes du cône directeur de S, lesquelles sont situées, comme on sait, sur h • 
eône(K). Cherchons les tangentes isotropes de F, cVsl-à-dire les langentejs- 
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situées à dislance finie, que Ton peut mener à cette courbe par les ombilics 
(points circulaires) du plan P. Pour ces droites, on a 

/* -+- m* H- /i' = o ; 

comme Tcquation (i3) doit être vérifiée, il s'ensuit que l'un des facteurs 
du premier membre s'annule. Or ce facteur ne peut être le second, puisque, 
s'il en était ainsi, les directrices isotropes D seraient parallèles à l'une des 
directions isotropes du cône directeur de S, et il en serait de même du 
plan qui les contient, ce qui est contraire à l'hypothèse. C'est donc le pre- 
mier facteur qui s'annule. Il en résulte que les tangentes isotropes à F sont 
aussi tangentes à la surface et, par suite, à la section, qui est, dès lors, ho- 
mofocalc à F, comme nous l'avons annoncé. 

13. Lorsque le plan P, supposé non cyclique, est parallèle à un seul des 
axes de la quadrique, il renferme un seul point d'indétermination, savoir le 
point situé à l'infini sur l'axe considéré. Toute droite passant par ce point 
étant directrice double, il en résulte que la courbe F se décompose en ce 
point, regardé comme double, et en une courbe de quatrième classe ho- 
mofocale à la conique de section faite dans S par le plan P. 

Supposons que le plan P soit parallèle à deux axes de S, ou, ce qui re- 
vient au même, à l'un des plans principaux de cette surface. Dans ce cas, 
le plan P contient deux points d'indétermination pris chacun deux fois et, 
dès lors, la courbe F se décompose en ces deux points et en une courbe de 
deuxième clause homofocale à la conique de section. Donc : 

Les directrices des sections planes d'une quadrique qui sont conte- 
nues dans un plan parallèle à l'un des plans principaux de cette sur- 
face enveloppent une conique homofocale à la conique de section^ si l'on 
excepte celles de ces droites qui sont parallèles aux axes de la section 
considérée. 

La conique qui constitue, à proprement parler, l'enveloppe cherchée est 
évidemment tangente aux directrices de la section, ce qui achève de la dé- 
terminer. 

L'équation (16) montre que les droites D situées dans un plan P paral- 
lèle à un plan principal de S sont les directrices de sections planes dont les 
plans sont perpendiculaires à P. 



l.lG V. BOUQUET. 

lî. Supposons iiiaiiilcnanl que le plan P soit parallèle à une seule des 
droites isotropes du eône directeur de S, auquel cas ce plan est imag^inaire. 
Soitco le ])oint situé à l'infini dans la direction isotrope considérée. Ce point 
est, comme on sait, un point (rindétermination. Si Ton considère les six di- 
lectrices issues d'un point qu(*lconque G de ce plan, deu\ de ces droites se 
confondront toujours avec la directrice double G a. Donc la courbe F se dé- 
composa en ce point co pris deu\ fois, et en une courbe de quatrièmr classr. 

L<' second point circulaire du plan P est généralement distinct de co et 
n'est pas un point d'indétermination. Les tangentes menées de ce point à la 
partie restante de la courbe V sont tangentes à la conique de section par le 
plan P. On le v<»rrait aisément en répétant le raisonnem(»nt du n** 12. 

examinons enfin le cas où le plan P contient deux directions isotropes du 
cône directeur de» S, ce qui n»vient à dire qu(* ce plan est un des plans cy- 
cli([ues réels ou imaginaires de» la surface. In pareil plan étant aussi paral- 
lèle à l'un des axes de S renferme Irois points d'indétermination. Pai* 
suite, (piel que soit le point ( j pris sur 1(* plan P, les six droites 1), contenues 
dans P et issues d<,» (i, sonl cell(»s qui joignent ce point G aux points d'indé- 
termination dont on vi(»nl de parler, cbacune d'(»lles étant ])rise deux fois. 

DonCy 1rs seules difcrlrirrs silures dans un plan cyclique de la qua- 
drique proposée sonl les direclrices singulières qui lui sonl paralliiles. 

15. Il paraîl difficile de déduire de la condition (i3) les degrés des 
courbes n^latives soit au cas général, soit aux cas particuliers que nous 
avons examinés, (l'est par cett(* recbercbe (pie nous terminerons cette 
étud<* et, à cet ellel, nous procéderorïs comme il suit. 

Supposons (pi(» le ]>lan P soit réel, et pienons ce plan pour plan des .rr 
dans un système d'axes n^ctangnlaires, tels ([ue les axes des x et des ^'coïn- 
cident avec les a\(»s d(î la section faite dans la quadrique par le plan P. 
L'é([uation de celle cpiadricpie S sera 



.r'- r- 



Nous nous pi'oposons de trouver la condition pour qu'une droite D située 
dans le j)lan d(*s jy (V ) soit (lireclric(? d'une section plane de S. 
[.es é(piations de 1) sonl 

i z ■-- o, 

r U.V -r- i'r r- iV : O, 
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Cl il s'agit de trouver la relation qui doit exister entre w, r, i»^ pour que 
cette droite possède la propriété énoncée. Les calculs sont analogues à 
ceux du n*^ 4, et nous nous bornerons à écrire les résultats. 

Les coordonnées du milieu de la corde interceptée par D étant 
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a//* 4- J5<'*' 



-i = o, 



le cercle représentatif (A) a pour équations 






( X - J7, )» -h (7 — 7i Y-hz^ — 



(OCU^-h^V^) 



''", i>* |2 



et les coordonnées x\ y'^ z' du point où le plan perpendiculaire au milieu 
du segment aa' rencontre la droite A, polaire conjuguée de D, sont four- 
nies par les formules 



x' — r, 



(•20) ' )' — )' 



a3r[u'2— a^/2— ?('»l(Br — Cw) 



;/r(a — f3)(ir-— a//*— i3rV) 

~~ ( a a- 4- "^r^") fUTâ m'^^~^ mit' — 1) ("â— "i^Y^r ] ' 

En exprimant que ces coordonnées vérifient la seconde des équa- 
tions (20)5 on trouve la condition demandée, laquelle, après la suppression 
du facteur étranger w*^ — olu^ — ^r^ et quelques réductions faciles, prend 
la forme 

— a;3(w2-+-r2)[Barir — C(3//ir — D(a — ;3)//i']-. 

Si la condition (22) est satisfaite, la droite D est directrice d'une section 
plane, telle que le foyer correspondant ait pour coordonnées les valeurs 
dcx^y, z\ déduites des formules (21), Téqualion du ])lan (F, D) de la 

m.- Fac. de T. L3 
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srction étant 

(23) («— j3)//i'(M.r 4- i'J H- H') — a^(//*+ 4'')(Br — r.M)c = 0. 

I^Wjuation (22) est rocjuation taiij^entielle de la courbe F contenue dans le 
plan P. On on déduit imniédiatcinent ([ue la courbe du complexe appar- 
tient, dans tous les cas, à la sixième classe. 

On voit, de plus, que la droite de rinlîni est une tangente quadruple, 
puis(|ue Téquation (22) est seulement du second degré par rapport à iv. 

L'équation (22) met en évidiMice la j)ropriété dliomofocalité constatée 
au n" 12. G(*tte méin(* équation fournit aussi, par la comparaison des fac- 
leurs des deux membres, un nombre de tangentes plus que suffisant, en 
tenant compte des directrices de la section elle-même, pour déterminer la 
courbe du complexe contenue dans le ])lan donné. 

A ces résultats connus, nous ajouterons (|ue ré(juation ('2:1) et les for- 
mules (21) sont indép(»ndantes du coef(îci(înt A de z^ dans Féquation de S. 
Donc les dirrctricrs contciiurs dans Ir plan P ft 1rs foyers correspon- 
dants sont les mêmes pour toutes les quadriques touchant la proposée 
su liant la section faite par ce plan. 

17. Nous évalu(*rons d'abord h* d(»gré de la courlxî F dans le cas général 
où, les coeflicienls lî cl C étant diUénMUs de zéro avec a^^, le plan P ne 
contient aucun point d'indétermination. Dans ce cas, la courbe F ne donne 
point lieu à des courbes parli<^ll(îs se réduisant à des points fixes. 

Si elle n'admettait pas d(* tangentes multiples, son degré serait égal au 
produit () X J = 3o. L'existence diuK» langente quadru[)le, savoir la droite* 
de l'infini, diminue ce derniru* nombre d(» i 2 unités, (^liercbons les tangent(*s 
(loubh^s. L'écpiation ( 22 ), ordonnée par rapport à u', est (l<* la forme 

(•>.a) ^y-o.(i/y r j 4- 'uro-l //, c) -h 9,.(//, i') — o, 

O4, 0-j 9,, étant des fonctions liomogèncs de // et de e, dont les degrés sont 
égaux aux indices. S'il (^xiste une tangente doubh* à distance finie, elle cor- 
respond à uiK» valeur du rapport -> pour laquellr» l'équation précédente 

acquiert une racine double en \\\ (]ett(* valeur de- sera donc fournie» par 
l'équation du dixième degré 






( •>..>) ?r, ('/,<•) — 9v(//, i')9o(«/, i') = o. 
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INTRODUCTION. 

Lorsque, en i845, Faraday eut découvert la propriété que possèdent cer- 
taines substances, de faire tourner le plan de polarisation de la lumière qui 
les traverse, sous Tinfluence d'un champ magnétique, il soumit à l'expé- 
rience un très grand nombre de corps. Il en trouva beaucoup d'inactifs : 
en particulier, tous les gaz et tous les cristaux, sauf quelques espèces cubi- 
ques comme le sel gemme, le spath fluor, l'alun. 

Depuis ces premières recherches, les physiciens qui ont reproduit le 
phénomène de Faraday ont considérablement réduit le nombre des sub- 
stances regardées tout d'abord comme inactives. On peut citer en particulier 
les travaux de Pouillet, Matthiessen, Bertin, Wertheim, Wiedemann, 
Ed. Becquerel, Verdet, qui montrèrent que le pouvoir rotatoire magnétique 
appartient à tous les corps transparents isotropes solides ou liquides. Les 
recherches de MM. Bichat et H. Becquerel l'ont étendu aux gaz et aux 
vapeurs. 

Les cristaux n'ont point été jusqu'ici l'objet de recherches étendues. 

Ed. Becquerel (*) trouva la rotation magnétique dans le quartz. Il annu- 
lait la rotation naturelle en superposant deux quartz de même épaisseur et 
de rotations contraires. Un échantillon jaunâtre de béryl, de i*^™ d'épaisseur, 



(') Ed. Becquerel, Annales de Chimie et de Physique^ V série, t. XVII, p. 437» 
III. — Fac, de T» J.I 
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lives aux tangentes doubles, sont des solutions de l'équation du sixième 
dejrré 



(■i8) 93' W'*') — ?î(". «OriC", ^O^o. 

Le nombre des solutions étrangères est égal au nombre des points distincts 
où la droite de Tinfini rencontre la courbe, savoir n — 2. Par suite, le nombre 
<*xact dr»s tangentes doubles situées à distance finie est 6 — < w — 2) = 8 — //, 
1*1 le nombre total de ces tangenlçs est 9 — n. Le degré 4 X '5 = 12 de la 
courbe générale de quatrième classe est donc diminué d'un nombre d'unités 
égal à 2(9 — /i), ce qui donne l'équation 

12 — 2(9 — «)iir/î; 

(Toii l'on déduit 

Ainsi, dans le cas particulirr oii h plan P rst perpendiculaire à un 
plan principal de la quadrique S, la partie restante de la courbe Y est 
du sixième dcfj^rê et admet trois tangentes doubles, dont deux seulement 
sont à distance finie. 

19. Lorsque le plan P est parallèle à deux axes de la (piadricpie, B et (I 
sont nuls. La courbe F se décompose en deux points doubles, pris à Tinfini 
sur les axes des x et des^, et une courbe de deuxième classe représentée 
par l'écpiation 

( cr^- —7.11^— 3 !•* ) = a3 0» ( //= -h i-* ). 

Dans le cas où le plan P est un plan cyclique, a = ^, et Ton a les solutions 

cr qui donne les résultats obtenus précédemment ( n** 14). 

Kn terminant, nous ferons observer que la méthode exposée met en évi- 
dence deux autres complexes : l'un, formé des droites A polaires conjuguées 
des directrices D, est le corrélatif du complexe étudié et peut être regardé 
comme connu dans ses éléments principaux; le second est constitué par les 
cercles représentatifs des directrices D. Pour le moment, nous nous borne- 
rons à le signaler. 
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plus simple, il fallait expérimenter sur un cristal biréfringent uniaxe non 
doué du pouvoir rotatoire naturel. 

Malheureusement, les échantillons de cristaux épais et transparents^ 
nécessaires pour ces expériences, sont très rares; aussi ai-je cherché à uti- 
liser un beau cristal de spath d'Islande que j'avais à ma disposition. Suivant 
Wertheim, en raison de sa grande biréfringence, ce cristal ne pouvait être 
doué du pouvoir rotatoire magnéti(pi(». On verra dans hi suite de C(* travail 
comment, avec un appareil de mesures suffisamment sensible et des dispo- 
sitions expérimentales convenables, j'ai pu détruire cette assertion de 
Wertheim et mettre en évidence l(*s propriétés présentées par le spalh 
d'Islande dans un champ magnéticpie. 

L'étude complète du phénomène doit comprendre non seulement la 
mesure de la rotation produite par le champ magnélicjue sur le plan d<* 
j)olarisation des rayons (jui traversent le cristal dans différentes directions, 
mais aussi l'analyse des modifications qu'apporte h» champ magnétique sur 
la nature de la lumière qui se propage dans le cristal. 

Ce travail se trouve donc naturellement divisé en deux Parties : 

1° Mesure des rotations; 

2" Analyse de la lumière. 

Nous étudierons successivement ces deux points. 
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PREMIÈRE PARTIE 

MKSl Hli Di:S ROTATIONS. 



CHAPITRK I. 

1)1 sr OS ni ON lïKs apparkils dk me sire. 



I. — Méthode de mesure des rotations. 

I.i's |iriii('i|»al('s iiirllicMlos (juioiil rU» «M!i])lc)yros pour mcsurcT la rotalioii 
<rnii plan (Ir polarisalioii soiil : 

I" l^a nnUliodiMit' liiol, (|in consisti* à ivtahlir rextinclloiidu diaïup pai* 
iiiif i*(»lali<>ii c<)nv«'nal)l<* do Taiial^siuir, si Ton (Miiploie uno luiniôn* lioiiio- 
^•('•111', ou à clit'irlMM* la |M)sili()ii do ranalysiMir (jui doniK» la tiûnlo sensihle, 
»<i Ion «'iiiploic» la luniirTC Manche. (]\»sl la iiirlliode ulilîséi» par Vcrdet (' ) 
dans nnc parlli* do sos vochoicUos sur le pouvoir rolaloiro inaf^néllipic*. Klh' 
(•\i"(' un<* sourn» do luinirrc livs inlrnsr; VVrdi'l a fail usai'o do la luniiôn* 

^(iliilns 

■>:* La nirlliodc d<' Pouillol, dans hupndh» on ivlahlit réj^allié do rolora- 
linii des doux nioiliés (Tunt* double lainedr (|uaii/.()n sait quVn raison dos 
InJN de la dispersion rotak»iri» relie méthode s\i|)pli(pie exelusivenienl aux 
iiii'sures saeehariniélri(pies; 

1" La niélhode de Hroch o\ A\'i<Mleniann, <lans hupielle on analyse au 
siMTliosropela lumière «pila IraviTséle ror|»s à éludier. Si celui-<*i aapiiori 
h- iiiiuvoir iolal<me. Il st» pi'(»duil dans lo speelre uno hande noire qui en 
ii.iuiinrl les dillV'ienles réirions, lorsqn'cin l'ail tourner Tanalyseur. {]«*lte 
iiiilli*Mle esl pai'lieulièrenhMil avanlajreuse dans Télude de la dispersion 
M.l.iloire : elle a élé uliliséi» |»ar >L .louhin dans un travail récent sur ce 
1,1, 1 { •' ). I''ll<* ^'^^ susee|)lil)le (Tune j^nanih» j>réeision, mais exige pour cela 

\ I iiiii-i . hitiii/*'s tir Chimie et t/e Physique, 3' série, l. \LI, p. 370. 
KnhiN. é'hrsr *ir Pnrtorat, 1888. 
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|)loi d'une source de lumière très intense, comme la lumière solaire ou 
. arc électrique puissant; 

Y' La méthode de Ludtge, qui est, comme nous l'avons vu plus haut, 
M^ modification de la précédente; 

V* La méthode du polarimètre à pénombre, méthode très sensible, qui 

I met de mesurer les rotations à une ou deux minutes près, sans exiger de 

urce de lumière aussi intense que les précédentes. C'est cette méthode 

|uc j'ai employée dans les expériences actuelles. J'ai pris pour point de 

' lôpart la disposition du saccharimètre de M. Laurent, que j'ai modifiée suc- 

< Massivement, comme on le verra ci-après. 



f 



■ ) 



II. — Appareil polarisant. 

L'appareil polarisant de M. Laurent se compose d'un système de len- 
tilles B (/ig- 1) suivi d'un nicol, qui fait converger la lumière sur l'ouver- 



Fig. I. 



l' 
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turc d'un diaphragme dont une moitié est recouverte par une lame demi- 
onde. 

Une modification s'impose de prime abord à cette disposition. Je voulais, 
comme je l'ai dit, mesurer la rotation électromagnétique non seulement 
suivant l'axe du cristal, mais aussi suivant les directions inclinées sur cet 
axe, et de plus faire l'analyse de la lumière modifiée sous l'influence du champ 
magnétique. En laissant la lame demi-onde en avant du cristal, l'étude du 
phénomène eût été très complexe. En effet, au delà de cette lame, les deux 
moitiés du champ sont polarisées dans des plans différents : dans la moitié 
libre, la lumière est polarisée suivant la section du nicol ; dans l'autre elle est 
polarisée dans un plan symétrique par rapport à l'axe de la lame demi-onde. 
C'est cet ensemble qui arriverait sur le cristal. Il est clair qu'il est préfé- 
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rahlc do ne laisser tomber sur celui-ci qu'un faisceau polarisé dans un plan 
uni([ue, qui sera pour plus de simplicité une section principale du cristal. 
(Test ainsi que j'ai été naturellement amené à supprimer la lame demi-onde 
au polariseur pour la reporter à l'analyseur. J'ai remplacé alors la lame 
rl(»nii-on(le par un diaphragme percé d'un trou très petit o sur lequel la 
lumière estexactemc^nt concentrée par Taddition d'une lentille convenable / 
au syslèmc» B, (jui n'est pas suffisamment convergent. La lumière, étant alors 
très convergente, donne des franges et des branches de croix très étroites 
dans le ci'istal S vu à travers l'analyseur A. Or, pour analyser la lumière 
suivant un des bras de la croix, par la méthode du polarimètre à pé- 
nombre, il faut l'étaler assez pour que la petite surface vue dans le champ 
de l'analyseur sous chacjue inclinaison du cristal paraisse uniformément 
éclairé*;. 

Pour étaler ainsi les bras de la croix, il est nécessaire de faire arriver sur 
le cristal de la lumière suflisaniment parallèle, ce que Ton obtient en plaçant 
en avant du sytènie polarisant déjà décrit une lentille convergente/' dont 
l'ouvr^rture o du diaphragme occupe le foyer. La lumière est d'autant plus 
|)arallèl(; que cette ouverture est plus petite : on est limité par l'intensité de 
la hnnièr(*. 

(Test avec c(;lle disposition (pie j'ai trouvé l(»s premiers résultats de ce 
travail. Mais, les recherches ultérieures m'ayant montré la nécessité de pou- 
voir orienter rigoureusement le polariseur, je fus amené à faire monter un 
nicol isolé sur un cercle divisé, pour s<»rvirde polariseur. 

Pour produire plus simplement la lumière parallèle, j'ai employé alors 
lin collimateur. 

La partie antérieure au cristal se compose donc définitivement d'un col- 
limatcîur C suivi d'un nicol P monté sur un cercle divisé. Les deux disposi- 
tions successiv(»s de l'appareil polarisant sont indiquées Tune au-dessus de 

Tantre dans \'*^ ffS- *• 

Ijc collimateur employé est celui d'un spectroscope. Il a environ 32*^™ de 
longueur. I^a fente est remplacée par une petite ouverture circulaire d'en- 
viron Jde miUimètre de diamètre; ce qui, d'après Texpérience, Liisse passer 
ansez de lumière, et donne un chanq) suffisamment uniforme. Les rayons 
partant du bord extrême de l'ouverture, (»t allant au centre optique de la 

lenlille collimalrice, font avec Taxe un angle d'environ 5 rr = > c'est- 

' ' ^ 320 X 6 1920 
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^ le nicol et le cercle divisé est ménagée dans 
>ù peut s'introduire une bague E, maintenue 
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on mteneur, 
me, dont une 

Ic-même, de ma- 
I. Une petite tige 
IIS Fanneau-ressort 
iients. Un bouton de 
système dans la posi- 

{)orte la lame demi-onde 

• tiiforme pour chaque incli- 

a lumière convergente; mais 

1 autant plus grande que la lu- 

• pris entre deux conditions con- 

, pour rendre la lumière suflîsam- 

ic l'ouverture focale du collimateur, 

>i grande que possible pour accroître 

h» degré de parallélisme des rayons lumi- 

-cur et avec la source de lumière employée, 

uns en donnant à l'ouverture du diaphragme 
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Cette expression croît à mesure que a se rapproche de 90®. Il y a donc 
intérêt à faire l'angle a, qui règle la sensibilité, aussi voisin que possible 
do 90". 

Mais l'intensité commune i=l cos^a de la lumière reçue lorsque les deux 
moitiés du champ sont égales dépend de l'intensité I de la source et de a. 
A JHc^sure que cet angle se rapproclie de 90^, i diminue. Au-dessous d'une 
corlaine limite, Tœil n'apprécie plus les différences d'intensité. La grandeur 
(1(» a, que l^on fixe rxpcrimcntalcmenty dépend donc des conditions de 
siMisihiUté de Tœii et de la source de lumière employée. D'après ce qui pré- 
(*ède, celle-ci devra être la plus intense possible. Nous y reviendrons ulté- 
ri(Mir(Mnenl. 

I/«Mnpl()i de Tanalyseur que nous venons de décrire peut être étendu à la 
liimièn» elli|)li(pn' dans certaines limites. En effet, lorsque Taxe de la lame 
(Irini-ofidi* coïncide avec l'un des axes d'une vibration elliptique, l'ellipse 
sorlanli; est, au signe près, identique à l'ellipse incidente. Si a et 6 sont les 
axrs (1(» celle ellipse, les deux moitiés du champ ont une même intensité 
/'gale à 

Ollr condition détermine donc les axes de la vibration elliptique. F^a 
seiisibililé est donnée par l'expression 

,// I h^ ros^-(a - ; 3)-f- ^^ sin^(a — ;3)]-[ // ros^a + (3) -h ff^ sin^g -h 3)] 
/ b^ (!()S-3f -h f(' sin^a 

fii __ {h- — ci^) sinsj g sin2|3 

(M* (|ui montre (|u'ii mesure (jue a augmenle, c'est-îWlire à mesure que 
l'ollipso grandit, la sensibilité diminue, fait évident a priori. L'expérience 
m'a Jiiontré que la méthode pouvait s'applicpier jus(ju'à un rapport d'axes 
égal à Tô environ. Kilo convient en particulier à toutes les ellipses que nous 
auions à déterminer dans ce travail. 

La partie de Tappareil analyseur destinée à la mesure des rotations a une 
disposition semblable à l'analyseur du saccbarimètre de M. Laurent. 

Le nicol {fig. 2), suivi d'une petite lunette de Galilée, est monté dans un 
tube A lixé au centre d'un cercle divisé Dcpii se meut devant un vernier V. 
La graduation est faite sur tranche. Le cercle D est mis en mouvement à 
Taide d'un pignon denté II qui engrène avec une roue dentée II fixée sur une 
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des faces de ce cercle. Entre le nicol et le cercle divisé est ménagée dans 
le tube une partie libre évidée, où peut s'introduire une bague E, maintenue 



Fig. a. 




»:>^ >^:J v»:îKv=^*^oi!^^^^- A^ 



à l'aide d'un anneau FF' faisant ressort. Cette bague porto à son intérieur, 
monté entre deux verres, un petit écran percé d'une ouverture, dont une 
moitié est recouverte par la lame demi-onde. 

On régie la sensibilité en faisant tourner la bague sur elle-même, de niîi- 
niére à modifier l'angle de la lame demi-onde et du nicol. Une petite tige 
fixée à la bague, et traversant une encoche pratiquée dans l'anneau-ressort 
qui l'entoure, permet d'opérer facilement ces mouvements. Un bouton de 
serrage G se vissant sur la tige sert à immobiliser le système dans la posi- 
tion convenable. 

La grandeur de l'ouverture du diaphragme qui porte la lame demi-onde 
a une grande importance. Le champ doit être uniforme pour chaque incH- 
naison du cristal. Or on observe en réalité en lumière convergente; mais 
le champ paraît uniforme sur une étendue d'autant plus grande que la lu- 
mière est plus parallèle. On se trouve donc pris entre deux conditions con- 
tradictoires : d'une part, on est conduit, pour rendre la lumière suffisam- 
ment parallèle, à réduire le diamètre de l'ouverture focale du collimateur, 
que, d'autre part, on doit laisser aussi grande cpie possible pour accroître 
l'intensité de la lumière. 

L'expérience montre que, avec le degré de parallélisme des rayons lumi- 
neux indiqué au sujet du polariseur et avec la source de lumière employée, 
on est dans de bonnes conditions en donnant à l'ouverture du diaphragme 
un diamètre de 3*"™. 

III. — Fac. de T. J.2 
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L'analyseur que nous venons de décrire est complété par un dispositif 
permettant de mesurer le rapport des axes d'une vibration elliptique : nous 
y reviendrons dans la suite. 

Ajoutons seulement que l'appareil est posé sur une planchette pouvant se 
déplacer parallèlement à elle-même à l'aide d'une vis, ce qui permet d'a- 
mener facilement son axe au centre du faisceau lumineux. 

IV. — Support du cristal. Électro-aimant. 

Kntre le polariseur et l'analyseur est placé l'électro-aimant. J'ai utilisé 
celui de Ruhmkorffmuni de ses petites pièces polaires coniques. Pour laisser 
libre respace compris au-dessous des bobines, je l'ai placé sur un fort sup- 
port en bois, permettant de rejeter les masses de fer sur le côté. 

Dans toutes les premières recherches, l'électro-aimant fut actionné par 
d(»s piles; mais, plus tard, il fut actionné par une machine Edison de 
.^o lampes, mise en mouvement par un moteur Otto de 8 chevaux. On peut 
ainsi utiliser des courants allant juscju'à f\o ampères. 

Dès qu'on fait passer pendant un certain temps des courants un peu in- 
hMisrs dans le fil de l'électro-aimant, il s'échauHè et échauffe par suite les 
pièces polaires entre lesquelles se trouve le cristal. Celui-ci serait donc 
soumis [)endanl les mesures à des variations importantes de température. 
Pour remédier à cet inconvénient, j'ai emboîté les deux pièces coniques dans 
(le petites caisses plates en zinc, ayant le diamètre extérieur des bobines de 
réleclro-aimant. Deux tubulures diamétralement opposées permettent d'éta- 
blir dans ces caisses un courant d'eau continu. Ce courant est obtenu en 
faisant passer l'eau d'un premier flacon dans un second placé à un niveau 
inférieur. En ré}i:lant convenablement la vitesse du courant d'eau, son 
échauffdMuent est négligeable. Lorsque l'écoulement est terminé dans un 
sriis, on change la position respective des flacons : l'écoulement se fait en 
s<Mis inverse, et ainsi de suite. 

Le cristfil, disposé sur un théodolite Secrétan dont on a enlevé les lu- 
iM'M(?s, est placé en S (//^. i) entre les pôles de Télectro-aimant distants de 
V'". il [)(;ut recevoir des mouvements de rotation autour d'un axe horizontal 
rt autour d'un axe vertical. Ces mouvements sont mesurés sur les deux 
rcrcl(;s divisés du théodolite. 
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V. — Lumière. 

Dans ces mesures photométriques, le choix de la source lumineuse a une 
{^ande importance. La méthode de mesures par la lame demi-onde exige 
remploi d'une source de lumière jaune homogène et intense. Cette double 
condition est difficile à réaliser. Le brûleur de M. Laurent, très avantageux 
dans certains cas, exige une pression de gaz assez forte que je n'avais pas, 
au moins dans la journée, à ma disposition. De plus, le réglage de la flamme 
est délicat, et celle-ci ne se maintient pas fixe pendant bien longtemps, en 
raison de la dépense constante de sel, même dans l'intervalle des mesures. 

J'ai essayé d'utiliser un procédé que Bertin avait imaginé pour projeter 
les franges des cristaux. Ce procédé consiste à diriger le dard du chalumeau 
à la surface d'un creuset de charbon de cornue, percé suivant son axe d'un 
trou dans lequel on a coulé du sel fondu. Ce sel chaulîé vient se volatiliser 
peu à peu dans la flamme à travers les pores du charbon et donne du jaune. 
Mais cette lumière contient encore beaucoup de blanc; de plus, le charbon 
se creuse rapidement, ce qui déplace le point lumineux et rend la lumière 
très variable. 

On pouvait aussi songer à utiliser la lumière blanche rendue homogène 
par des dissolvants appropriés. J'ai même essayé à cet efiet l'emploi simul- 
tané de dissolutions de bichromate de potasse et de sulfate de nickel, qui 
arrêtent respectivement: la première, le violet, le bleu et jusqu'au vert, sui- 
vant le degré de concentration; la seconde, le rouge. Mais ces substances 
réduisent en même temps beaucoup l'intensité du jaune et ne donnent d'ail- 
leurs jamais une lumière suffisamment homogène. Après bien des tâtonne- 
ments, voici le procédé que j'ai employé. 

Dans un petit creuset de grès fendu latéralement sur une largeur de i^'° 
à 2*^"", on coule du sel fondu. Puis on fait arriver, suivant la partie de la sur- 
face latérale libre du petit bloc de sel ainsi obtenu et tangentiellement à son 
arête supérieure, le dard du chalumeau à gaz oxhydrique. On obtient ainsi 
une belle lumière très intense et très fixe. L'observateur commande l'ar- 
rivée de l'oxygène par un robinet placé sous sa main. La lumière n'est ainsi 
donnée que pendant les mesures, ce qui rend la dépense du sel très lente. 
On remonte de temps en temps le creuset à mesure que le sel fond. 

Il importe de bien placer la lumière par rapport à l'ouverture focale du 
collimateur. A cet effet, la lampe est fixée sur une planchette mobile dans 
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... • fiiiijiirr. ij'iU' plancln'llr peut se inanœuvror de loin à Taide de deux 
i« r-i|. .; passanl sur dr peliles poulies placées à droite et à }j;:auche de Tappa- 

m 

'^ofjs sa forme déliiiitive, Tappareil se compose* donc des parties succ<'s- 

- ^uivarilr's : 
f ' \/ii soiirei' liimiiieus<*: 
^' Lf rolljmalfur; 
'/' \st' polarisrur; 

['* I/r|i*ï'tni-aimaiil <*iitrr 1rs pôles duquel est placé le cristal: 
'- |/.'Uial)s<*ur. 
La //Af. I rr|»rés<'ntr ces dillérenls appareils disj)Osés à la suite Tun <lc 

I» a\<*s di' rrs dilVériMih's parties doivent être placés rij(oureust»menl m 
" .' droih'. 



CHAPITRE H. 

UK(;LA(iK lïK r/APPAUKlL. 



\\m\y d'élalilir li' cristal sur sou support, il faut réf^^ler toutes les autres 
iMirti»* •'** l'appariMl. (Ir réf;laj;(» consiste à les fixcT les unes à la suite d<'s 
. ..|,.*'^ •'••''** "'*'' iM'irnlation convenable ri a déterminer certaines constantes 

^.jncvAin'*» îMiv inivsin'i's ultéri<'ures. 

I. ~ Mise en place des appareils. 
À.^^iN^-innuinl ur pouvanl être déplacé facilement <'n raison de sa masse. 

14 i*r* *^ i^l^'*'*' Hiél|iodi(piement sur le collimaleur jus(|uVi et* (pie le 

.-, iifi«ii^rn«'«\ li'HVi'rse rélectro-aimanl suivant son axe. Puis on inter- 

'Hfttf^^"'^H'. Aliii i\v n'utiliser cpic* l«» centre du nicol, ct*lui-ci [)orte en 

... w»î TVf-Hv «JiMix diaphra<>;mes percés de pclih^s ouverturc's de l)™"* 



.. ^^*^^*^ 



^^j^p^p*: ^»^•<vt.^ ^le ré};ler le tiraj;'e du (M)llimal(*ur. Si les faces du nicol 
^^«««^i^^^onl planes et parallèles, de telle sorte qu'en les Iraver- 
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sant les rayons ne subissent pas de déviation, il suffirait de régler isolément 
le collimateur sur l'infini. Mais cette condition n'est pas toujours réalisée, et 
les faces sont généralement un peu convexes en raison de leur faible étendue 
et de la difficulté du travail du spath. Il est préférable de faire le réglage 
après l'interposition du polariseur muni de ses diaphragmes. Pour l'effec- 
tuer, on se fonde sur la remarque suivante : 

Deux lunettes à réticules A et B, pointées séparément sur une troi- 
sième C, ne sont au point l'une sur l'autre que lorsque A, B, C sont réglées 
toutes trois à l'infini. 

On prend donc deux lunettes que l'on pointe séparément sur l'ouverture 
du diaphragme du collimateur. On regarde si les deux lunettes sont alors 
au point l'une sur l'autre. S'il en est ainsi, le réglage est terminé; sinon, on 
modifie méthodiquement le tirage du collimateur jusqu'à ce que cette con- 
dition soit réaUséc. 

Reste à régler l'analyseur, c'est-à-dire à faire coïncider son axe géomé- 
trique avec l'axe du faisceau lumineux incident. L'analyseur porte, comme 
on sait, une lunette de Galilée permettant de viser la lame demi-onde. Cette 
lunette peut être transformée facilement en lunette astronomique : il suffit 
de remplacer la lentille divergente par une lentille convergente de longueur 
focale convenable. Pour les pointés, cette lentille est de plus munie d'un 
réticule. A Taide de cette lunette on vise l'ouverture du diaphragme du colli- 
mateur, qui apparaît dans le champ comme un petit point lumineux. Si toutes 
les pièces de l'analyseur étaient géométriquement centrées par construction, 
il suffirait de faire coïncider ce point lumineux avec le point de croisement 
des fils du réticule. Mais le centrage du réticule, des lentilles, etc., n'est ja- 
mais parfait. Pour effectuer ce réglage, on modifie la distance du point lu- 
mineux au point de croisement des fils du réticule, par des déplacements 
convenables de l'appareil, jusqu'à ce que cette distance demeure constante 
pour une rotation complète du cercle de l'analyseur. 

Cette condition réalisée, on reconstitue la lunette de Galilée que l'on met 
au point sur la lame demi-onde. Lorsque l'analyseur est ainsi réglé, on fixe 
avec de l'arcanson les crapaudines qui le supportent. Il ne peut plus alors 
recevoir, comme nous l'avons dit, que des mouvements de translation per- 
mettant d'amener son axe au centre du faisceau lumineux. 



J.I^i 



CHAUVIN. 



II. — Établissement des constantes. 

Il faut encore, avant toute mesure, fixer l'orientation du polariseur. 
Ollc-ci doit être telle que le plan de polarisation du rayon qui en sort coïn- 
cide sous toutes les incidences avec Tune des sections principales du cristal 
à étudier. Or, lorsque ce dernier est convenablement réglé sur son support, 
H nous verrons ultérieurement comment s'effectue ce réglage, Tune de ses 
sections principales passe par Taxe vertical du théodolite, et l'autre lui est 
perpendiculaire. Il faut donc orienter le polariseur de manière que Tune de 
ses seclions principales contienne l'axe vertical du théodolite. Voici la mé- 
lliode employée pour réaliser cette condition. 

Lf* jïolariseur occupant d'abord une position quelconque, fixée par la lec- 
lurr du cerch* divisé aucpiel il est lié, on détermine dans l'analyseur la 
din»('lion de la vibration incidente; puis on place sur le théodolite une lame 
(Irmi-onde traversé*» par le faisceau lumineux. 

Soient A Taxe du théodolite; Via vibration incidente; A' l'axe de la lame 



Ig. o. 




demi-onde. L'interposition de celle-ci amène V dans une position symé- 
trique V'. On détermine dans l'analyseur la direction V'. La différence des 
lectures donne l'angle VOV'= 2a. Si x et y désignent les angles de OV 
et O A' avec OA. 



(I) 



y — ^r = (x, 



on fait alors tourner l'équipage mobile du théodolite de 180** autour de 
l'axe vertical OA. L'axe de la lame demi-onde OA' prend la direction OA" 
symétrique par rapport à OA. La vibration OV devient OV". On cherche 
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•lion OV-'; d'où l'angle VOV"= 2p, 



sa section prin- 

.périmenlal, il est 

P pour différentes 

.X courbes ayant pour 

jur ordonnées les va- 

II des deux courbes dé- 

seur pendant toute la série 

ilion de l'analyseur fixant la 

le nous appellerons le zéro de 



u cristaL 

lit le cristal sur son support. C'est 
lifficultésde ce travail. Il importe de 
11, car la rotation magnétique décroît 
•<ir l'axe optique du cristal avec le rayon 
l'ils n'avaient pris aucune précaution de 
lateurs qui ont étudié le pouvoir rotatoire 
hre de corps ne l'ont observé que sur un très 
le cristaux. 
.Il est polarisé dans une section principale du 
il sans altération. C'est ce qui a lieu ici en parti- 
polarisation initial, lorsqu'on amène Taxe du cristal 

u zéro, c'est-à-dire dans la position où les deux moi- 
ne intensité égale sans le cristal, en faisant tourner ce 
«i\e horizontal du théodolite, il arrive un moment où le 



\ 

i 



i;; 



I 
I 
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champ redevient uniforme : c'est précisément lorsque la section principale, 
déterminée par Taxe du cristal et le rayon incident, vient coïncider avec le 
])lan de polarisation initial. 

L'unifonnité du champ étant ainsi ohtenue en un point, elle doit théori- 
quement se jnaiutenir, si Ton fait tourner le cristal autour de Taxe tycrtical 
du théodolite. Le plan de polarisation initial est en effet perpendiculaire à 
cet axe d'après un réglage antérieur; et, en faisant tourner ainsi le cristal, la 
section principale reste constamment en coïncidence avec le plan de polari- 
sation. Or Texpérience ne vérifie jamais complètement ce résultat. 

Lorsqu'on fait tourner le cristal autour de Taxe vertical du théodolite, 
les deux moitiés du champ ne restent pas constamment d'égale intensité, 
cVst-à-dire (|ue la vibration incidente ne se transmet j)as sans altération. 
Au début de ces recherches, avant d'être en possession de méthodes rigou- 
reuses de réglage, je trouvais aussi des variations considérables dans les 
intensités des deux moitiés du champ. Ces variations tenaient à la fois au 
réglage défectueux des appareils et aux imperfections de la taille du cristal : 
convexité et absence» de parallélisme des faces. Je fus ainsi conduit à établir 
un réglage très minutieux des différentes parties de l'appareil, tel que je l'ai 
décrit ci-dessus. En outre, il fallait un cristal de spath dont les faces fussent 
bien peri)endiculaires à Taxe et bien parallèles entre elles. On connaît Thabi- 
lelé particulière de M. Laurent dans ce genre de travail, et les méthodes 
délicates de contrôle imaginées par lui. Il a bien voulu me tailler les cris- 
taux dont j'avais besoin pour ces recherches. Je tiens à le remercier ici bien 
vivement de son extrême obligeance. (Irâce à lui, j'ai pu expérimenter sur 
deux beaux échantillons de spath de 2G"*™ et 33'"™ d'épaisseur. D'après 
M. I^aurent, le ])arallélisme des faces est obtenu à une vingtaine de secondes 
près; leur perj)endicularilé, par rapport à l'axe, à moins d'une minute. 

En opérant avec de pareils spaths, le réglage peut être obtenu d'une 
manière assez approchée, sans être encore absolu. Mais, en passant d'une 
incidence quelconque à une autre, il suffit d'une rotation de quelques 
srcoiulrs autour de Taxe horizontal du théodolite pour rétablir l'égalité 
des deux moitiés du champ. La valeur de cette rotation est donc de l'ordre 
du degré de perfection de la taille. D'ailleurs, une différence de quelques 
secondes dans la position du cristal n'entrauie, dans la mesure des rotations, 
que des erreurs de Tordre même des erreurs d'expérience. On peut donc, 
pour chaque incidence, ou bien partir de zéros légèrement différents, ou bien 
partir toujours du même zéro en faisant chaque fois tourner le cristal d'un 
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angle convenable autour de Taxe horizontal : on a pratiquement le même 
résultat. 

Pour effectuer ces rotations, toujours très petites, comme je Tai dit, j'ai 
lixé sur la tête de la vis qui commande la rotation autour de Taxe hori- 
zontal un petit cercle divisé en 200 parties, et qui tourne devant un index 
fixe. D'après les dimensions de l'appareil, une division correspond à i" 
environ. On peut alors, pour chaque incidence, rétabhr méthodiquement 
le zéro. 



CHAPITRE III. 



RÉSULTATS DES MESURES DE ROTATIONS. 



I. — Valeur des constantes. 



La première détermination à faire est celle de zéro du polariseur et de 
l'analyseur par la méthode décrite précédemment. 

Voici les résultats de trois séries de mesures faites en donnant à la lame 
demi-onde des positions différentes. 

Chaque nombre inscrit dans la première colonne du Tableau ci-dessous 
est la moyenne de 4 ou 5 lectures. 

Polariseur, o. 

Analyseur, n = i°6\ 



Analyseur. 

Après iolerposition Après rotation de iSo** 

de la autour de Taxe 

lame demi-onde. vertical du théodolite. 



Différences à n = i",6. 



n'—n = 2fi. n — n'=2 0L. 



Différ. 



2? — aa 



4 



X = 



2 ^ — aa 



4 






n'= 8. 4 

8.14 
1 2 . 20 



n = — o. 10 

— 0.18 

— 4«3o 



o I 

6.58 



1 . 16 



i.aG 



7. 8 
11.14 



1 . 7.4 
5.36 



1 .'26 
Moyenne à 1' près i . 26 



La section principale du polariseur fait donc un angle de 1^26' avec l'axe 
du théodolite. La position pour laquelle cette section contient Taxe est par 
conséquent à la division i** 26' du cercle divisé auquel est lié le polariseur. La 

III.— Fac. de r. J.3 
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position correspondante de Tanalyseur est à la division i®26'-hi**6'=2'*32'. 
C'est le zéro de Fanalyseur. 

II. — Marche d'une expérience. 

Après avoir déterminé les constantes, on interpose le cristal. Voici la 
marche d'une expérience : 

Le cristal étant placé dans une position à étudier, on fait la lecture du 
cercle horizontal du théodolite. Cette lecture sert ultérieurement à fixer 
l'inclinaison de Taxe optique sur les rayons incidents. Puis, à l'aide de l'ana- 
lyseur, on détermine, pour une série d'inclinaisons autour de Taxe hori- 
zonUil, la direction de la vibration qui a traversé le cristal, jusqu'à ce qu'on 
passe par la division 2^32', qui correspond au zéro direct sans le cristal. 

Si Ton voulait avoir aussi exactement que possible la position corres- 
[)ondant à ce zéro, il faudrait tracer une courbe ayant pour abscisses les 
positions successives du cercle vertical, et pour ordonnées les zéros mesurés. 
L'abscisse correspondant à l'ordonnée 2*^32' donnerait la position cherchée. 
Mais, ainsi que nous l'avons déjà dit, une rotation de i*' autour de l'axe 
horizontal déplace souvent le zéro de plusieurs minutes. Or une erreur de 
(juelques secondes dans l'orientation du cristal n'a pas d'influence sur la 
valeur de la rotation magnéti({ue. On peut donc partir de zéros un peu 
(liflërents de 2*^32', ce qui simplifie le réglage. 

On fait alors passer le courant successivement dans les deux sens, et roii 
cherche les nouvelles positions de la vibration qui sort du cristal. Chaque 
mesure est, bien entendu, la moyenne d'un certain nombre d'expériences. 
En général, on fait trois ou quatre lectures, ne diflerant pas de plus de 4' 
ou G'. La moyenne est estimée exacte à 2' prés environ. Il faut remarquer 
(ju'on se trouve dans des conditions plus défavorables que dans les mesures 
saccharimétriques ; d'abord parce que le champ n'est pas toujours abso- 
lument uniforme, ensuite parce que la lumière n'arrive que par la très pelile 
ouverture focale du collimateur. 



III. — Première série de mesures relatives à une valeur fixe du courant 

Voici une première série complète de mesures faites avec une intensité de 
courant égale à 20 ampères : 
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Zéro. 



1*' sens 
du couranl. 



1* sens 
du courant. 



Rotations. 



Théodolite. Lectures. Moy. Lectures. Moy. Lectures. Moy. i^scns. a" sens. Moy. 



2.34 



• 1 
io'ji.'i3 


/ 
2.28 


1 
2.28 


f 

2.36 




2.28 




2.34 




2 . 3o 




2.34 

2 . 32 

2.36 


102. 2r> 


2.34 


2.32 


2.14 



I 02 . 3o 



1 02 . 4o 



102. 5o 



io3. 5 



I o3 . 20 



io3.3o 



103.40 



J03.45 



2.34 
2.3o 

2.32 

2.28 

2.3o 
2.34 

2.34 

2.28 

2.28 



2.26 

2.34 

2.3o 
2.3o 

2.28 

2.28 



2.32 

2.36 



2.28 



2.3.^ 



2.34 

2.3o 
2.26 
2.26 

2.32 

2.40 
2 . 3o 

2 . 28 

2.3o 



2 . 32 



2.28 



2 . 26 2 . 26 

2.26 



2.3o 



2.28 



2.34 



2.3o 



2.3o 



2.44 



3. 6 
3. 2 
3. 2 



2. DO 
2.52 

2.5o 



2.44 



3. 2 



3.32 3.32 

3.34 

3.32 

3.36 3.40 
3.38 

3.44 
3.40 

3.46 3.44 

3.4a 

3.42 

3.42 

3.46 3.42 

3.40 

3.40 

3.40 3.40 
3.40 



3. 6 3. 6 
3. 6 



2.5o 



i 
2.22 


, 
2.20 


j 

0. 6 


# 
0. 8 


/ 

0. 7 


2.16 










2 . 22 











2.20 
2.20 

2.20 



2. 
2. 4 



1.24 
I .26 
1.28 

1 . 16 
I . 12 
I . 12 



1 .20 
1 . 14 
1 . 14 
I.I4 

I . 16 
I.I4 



1.28 
1.28 



1.54 
1.54 



2.10 
2. 6 
2. 4 
2. 8 



2 . 20 



2. 2 



1 .26 



1.12 



1 . 16 



1.14 



1.28 



1.54 



?.. 8 



0.12 0.12 0.12 



o.3o o.3o o.3o 



1.4 ^ ' '^ ■ • 3 



1 . 1 4 1.14 I • 14 



1.14 1 . 14 1 «M 



1.14 1 • 14 > • 14 



1.6 1.6 1.6 



0.36 0.36 0.36 



0.20 0.22 0.21 



Zcr... -lu co. 

■i.,|iiliic. Uriurp*. Mo)-. Leciures 

A.i.iT ■'"■'ii ■i-'ii a°.4t>' 
■t.3i a 5f 

a. 34 «.Si 

«.3j a.ii 

...34 m.H 



Oi\ M>il <rahord, par ce Tal>t<'au, que les rotations à droite et à {^anclio 
i'i)i-i'fK|K)ii(l<iiit aii\ deux sons du courant sont égales, résultat qui n'était pas 
i-vid4-nt a priori pour les cristaux. 

.t'ai tracé la courbe de ces résultats en prenant pour abscisses les divisions 
lit) cercle borizontal du théodolite, et pour ordonnées les rotations niagné- 
liqucs. 

Fis- S- 



^ uvniftUi a priori, obtenir une courbe asymptote à l'axe des ai)sci8si's. 

QOmîre, elle semble tomber à zéro pour des valeurs linies de l'abscisse. 

^(ioilt il est vrai, ne peut plus être mesurée lorsqu'elle devient Inft*- 

4 4' "" ^') miiis l'aspect général de la courbe ne laisse guère de 
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< deux, branches de droite et de gauche prolongées vont couper Taxe 
! » vcissos aux deux points 1 02® 2 T et i o3® 5 1 ' environ. La moyenne i o3"G' 
,'' la position correspondant à l'axe optique du cristal. La courbe est 

ti i(|up par rapport à Tordonnée de celte division. 

|)i'('nncr résultat amène naturellement à chercher la variation que su- 
i courbe pour diverses intensités du champ magnétique. 



IV. — Deuxième série de mesures, relatives à diverses intensités 

du champ magnétique. 

' .li (iKU'ché sous chaque incidence les valeurs de la rotation pour des 

r iuils égaux successivement à 10, i5, 20, 3oet4o ampères. Les nombres 

ims sont donnés dans le Tableau ci-dessous; mais je n'y ai inscrit que 

iiuNcimes : 



\i\r 



> ) 











Rotation 




Courant 




i" sens 


2* sens 




■ ■ 




en ampères. 


Zéro. 


du courant. 


du courant. 


I*' sens. 


a^sens. 


iMoyenn 


10 


1 

2.3'2 


, 
2.36 


2.26 


, 
0. 4 


f 
0. 6 


1 
0. 5 


i5 


a. 26 


2.3o 


2.18 


0. 6 


0. 6 


0. 6 


70 


2.28 


2.34 


2 . '>.o 


0. 6 


0. 8 


0. 7 


3o 


2.28 


2.36 


2 . 20 


0. 8 


0. 8 


0. 8 


40 


2.32 


2.42 


2 . 9. 1 


0. 10 


0. 8 


0. 9 


10 


2.32 


2.40 


2.2{ 


0. 8 


0. 8 


0. 8 


i5 


2.32 


2.4'^^ 


2.20 


0. 10 


0. 12 


u. 1 1 


20 


2.32 


2.44 


2.20 


0.12 


0.12 


0. 12 


3o 


2.32 


2 . 5o 


2.16 


0.18 


0. 16 


0, 17 


40 


2.3o 


2.5o 


2. 12 


0.9.0 


0.18 


0.19 


10 


2.26 


2.42 


2. 8 


0.16 


0.18 


0. 17 


i5 


2.32 


2.56 


2. 8 


0.24 


0.24 


0.2{ 


•Jto 


2.32 


3. 2 


2. 2 


o.3o 


o.3o 


o.3o 


3o 


2.32 


3.12 


1 .52 


0.40 


0.40 


0.40 


40 


2.3o 


3.16 


1.40 


0.46 


o.5o 


0.48 


10 


2.28 


3. 2 


I .54 


0.34 


0.34 


0.34 


rji 


2.28 


3.18 


1.38 


o.5o 


o.5o 


o.5o 


9.0 


2.28 


3.32 


1.26 


I. 4 


1. 2 


1. 3 


3o 


2.28 


3.54 


1. 4 


1.26 


1 .24 


1.25 


40 


2.32 


4.16 


0.52 


1.44 


1.40 


1.42 


10 


2.28 


3. 8 


1.48 


0.40 


0.40 


0.40 


i5 


2.28 


3.24 


1.26 


0.56 


1 . 2 


0.59 


•20 


2.26 


3.40 


1 . 12 


1 .14 


1.14 


I.I4 


io 


2.26 


4. 6 


o.5o 


1.40 


1.36 


1.38 


i'» 


2.28 


4.22 


0.34 


1.54 


1.54 


1.54 



1 ■ft» 



«t \ 



. t 



■ii; 



*- i" 
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Rotation 





Courant 




i"* sens 


7* sens 




■■1 


Théodolite. 


en ampères. 


Zéro. 


du courant. 


du courant. 


1" sens. 


a" sens. 


io3. j 


10 


2.3o 


3. 10 


/ 
1 .5o 


, 
0.40 


0.40 




i5 


2.3o 


3.3o 


1 .3o 


1 .00 


1 .00 




20 


2.3o 


3.44 


1. 16 


1 .14 


1. 14 




3o 


2.3o 


4. 8 


o.5o 


1.38 


1 .40 




40 


2.32 


4.32 


0.36 


2.00 


1.56 


I o3 . 20 


10 


2.28 


3. 8 


1.48 


0.40 


0.40 




i5 


2.28 


3.28 


1 .3o 


I.OO 


0.58 




20 


2.28 


3.42 


i.i4 


1.14 


1.14 




3o 


2.28 


4. 8 


0.52 


1 .40 


1.36 




40 


2.3o 


4.îM 


0.34 


1.54 


1.56 


I o3 . 3o 


10 


2.3o 


3. 6 


1.54 


0.36 


0.36 




i5 


2.34 


3.28 


1 .40 


0.54 


0.54 




20 


2.34 


3.40 


1.28 


1. 6 


I. 6 




3o 


2.34 


4. 4 


I. 4 


i.3o 


i.3o 




40 


2.32 


4.16 


0.44 


i.4i 


1.48 


io3.4o 


10 


2.3o 


2.5o 


2. 10 


0.20 


0.20 




i5 


2.3o 


3.00 


2.00 


o.3o 


o.3o 




20 


2.3o 


3. 6 


1.54 


0.36 


0.36 




3o 


a.3o 


3.20 


1 .40 


o.5o 


o.5o 




40 


2.3o 


3.3o 


1.34 


1.00 


0.56 


105.43 


10 


2.3o 


2.42 


2.20 


0.12 


0. 10 




i5 


2.3o 


2.48 


3.14 


0.18 


0.16 




20 


2.3o 


2.5o 


2. 8 


0.20 


0.22 




3o 


2.3o 


2.56 


a. 4 


0.26 


0.26 




40 


2.3o 


3.00 


1.56 


o.3o 


0.34 


103.47 


10 


2.34 


^U 


2.26 


0.10 


0. 8 




i5 


2.32 


a. 44 


2.22 


0.12 


0.10 




20 


2.34 


2.5o 


2.22 


0.16 


0.12 




3o 


2.32 


2.52 


2.16 


0.20 


0.16 




40 


2.32 


2.54 


2.14 


0.9!2 


0.18 


io3.49 


10 


2.34 


2.38 


2.28 


0. 4 


0. 6 




i5 


2.34 


2.38 


2.28 


0. 4 


0. 6 




20 


2.34 


2.40 


2.28 


0. G 


0. 6 




3o 


7.34 


2.40 


2.24 


0. 6 


0. 10 




40 


2.34 


2.42 


2.22 


0. 8 


0.12 



Moyenne. 

0.40 
i.oo 
1.14 
1.39 
1.58 

o 40 
0.59 

1.14 
1.38 
1.55 

0.3G 
0.54 
I. 6 
i.3o 
1.46 

0.20 
o.3o 
0.36 
o.5o 
0.58 

0.1 1 

0.17 

' 0.21 

0.26 

0.32 

o. 9 

O.ll 

0.14 
0.18 
0.20 

o. 5 
o. 5 
o. 6 
o. 8 
0.10 



Voici les courbes de ces résultats : 

Elles montrent que, si Faction du champ magnétique croit, Faction rota- 
toire ne s'étale pas en même temps à droite et à gauche de Faxe. Toutes les 
courbes prolongées viennent sensiblement couper la ligne des abscisses aux 
deux mêmes points. Il semble même que, à mesure que Fintensité magné- 
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liquc croît, les deux points de rotation nulle se rapprochent un peu de 
l'axe optique. Entre i5 et /jo ampères, il semble y avoir un écart de i ou 
3 minutes, 

A l'examen do ces résultats, il ne semble guère douteux que l'action du 
champ magnétique s'étende, en changeant de sens, au delà des directions 



<le rotation nulle. C'est, en effet, ce à quoi m'a conduit une observation pa- 
tiente du pliénoménc poursuivie à des intervalles très rapprochés. 

Voici la série des mesures dans laquellej'ai mis en évidence cet importiiiit 
résultat. 

V. — Nouvelles mesures relatî-ves à un courant d'intensîtà fixe. 

Ces mesures sont relatives à un courant fixe de 2j ampères, courant qui 
n'échauffe pas trop rapidement réleclro-aimant. Le spalb ayant été déplacé 
(■nlre les séries précédentes et celle-ci, les divisions du cercle horizontal du 
théodolite ne se correspondent plus. Dans cette série, je ne me suis pas 
[»réoccupé des zéros, ce qui n'est pas nécessaire, commeje l'ai déjà expliqué. 
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i** sens 


2* sens 


Dfmi- 




1* sens 


2* sens 


Demi- 


iiéodolitp. 


du couraDt. 


du couraiil. 


différence. 


Théodolite. 


du courant. 


du courant. 


différence 


loi ../H 


r 
2.34 


2.34 


1 



io3*3o' 




4- 4 


1 
1.12 


• 
— 1 .26 


loi .'Vx 


2.42 


2.3i 


-0. 4 


io3. |0 


4.00 


i.i8 


-r-l.2l 


loi .3î 


2.40 


2.34 


—0. 3 


1 o3 . 5o 


3.34 


1.36 


-4-0.59 


loi .37 


2.36 


2.36 


0. 


104. 1 


3. 6 


2.36 


-4-0.1 5 


101 .40 


2 . 20 


2.28 


- 0. 4 


104. 4 


2.38 


2.38 


0. 


101 .43 


2.26 


2.36 


—0. 5 


io|. 7 


2.24 


2.48 


— 0. 12 


loi . 41 


2.24 


2.32 


-0. i 


104. 12 


2.22 


2.56 


—0.17 


ioi.i7 


2.20 


2 . 20 


0. 


iO|. i5 


2.26 


2.52 


— 0. i3 


1 1 . x> 


2.2G 


2.16 


-^0. 5 


104.18 


2.28 


2.38 


— 0. 5 


101 .'>3 


2.28 


2.16 


—0. 6 


104.20 


2.36 


2.36 


0. 


101. îS 


2.34 


2.26 


-0. 4 


1 04 . 22 


2.4i 


2 . 32 


-î-o. 6 


101 . >7 


2.36 


2.36 


0. 


104.^5 


^.44 


2.26 


-^0. 9 


lO'i.fMI 


2.34 


2.46 


-0.6 


104.28 


2.48 


2.24 


-f-o. 12 


1 o'i . 3 


2.44 


3. 2 


— 0. 9 


104. 3ï 


2.5o 


2.32 


-r-O. 9 


1 0'2 . 'î 


2. ',8 


3. 2 


-0. 7 


104.34 


2.40 


2.40 


0. 


loix. 8 


2.56 


2.56 


0. 


104.37 


2.5i 


3. 8 


— 0. 7 


1 0'2 . 1 ■>. 


3. 2 


•2.44 


— 0. 9 


104.40 


•^.54 


3.12 


—0. 9 


1 0-2 . 1 > 


3. 2 


2.38 


—0. 12 


loi. 43 


2.5o 


3.00 


— 0. 5 


10-2.18 


2.i4 


2. 26 


-^0. 9 


104 45 


2.4i 


2.44 


0. 


I02.>'>. 


2 . 32 


2.32 


0. 


ioi.47 


2.38 


2 . 3o 


-^-0. 4 


IO'2.'25 


2.18 


2.36 


—0. 9 


iO|.5o 


2.40 


2.28 


-^0. 6 


1 J» . 28 


2.18 


2.5o 


—0. 16 


104.53 


2.24 


2. 16 


-r-O. 4 


1 02 . 3o 


2.46 


3.20 


—0. 17 


104.55 


2.28 


2.28 


0. 


1 09. . 35 


3.20 


3.36 


—0. 8 


104.57 


2.32 


2.26 


-0. 3 


iO'2.38 


3.28 


3.28 


0. 


io5.oo 


2.22 


2.32 


—0. 5 


lo-?.. 4O 


3.36 


3. 12 


-0.12 


io5. 3 


2.3o 


2.38 


-0. 4 


lOl.'JO 


3.34 


i.4i 


—0.55 


io5. 5 


2.34 


2.3i 


— 0. 


1 o3 . 00 


3.58 


1 .20 


1.19 


io5. 7 


2.36 


2.3o 


-»-o. 3 


1 o3 . I 


i. 4 


1.12 


— 1.26 


io5. 10 


2.38 


2.3o 


-^0. 4 


I o3 . 20 


1. 6 


1 . 10 


-r-1.28 


io5. 14 


2.34 


2.34 


0. 



I^n (leliors de ces liniiles, les rotations sont trop petites pour être appré- 
(•ié<*s. 

L'axe du cristal correspond sensiblement à la division io3^2i'. On voit 
i[\\k droite et à gauche les rotations passent, pour un même sens du cou- 
rant, par des valeurs alternativement de sens contraires, et deviennent 
nulles pour une série de directions symétriques par rapport a l'axe. Ces di- 
rections sont réunies dans le Tableau suivant : 
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Direction 


de 


l'axe io3'ai'. 








Dislance 




Directions 




Di 


lance 


des léroi 




de roulions nulles 
de l'autre côté. 


Distance 
â l'axe. 


des 


zéros 


iG 

'4 




104? 4' 
104. ao 
104.34 


o?43' 
o.ig 
1.1:1 




if.' 


;ô 




.,.4.43 
.04.35 


1...4 
"■M 




!<■ 



On voit que, à mesure qu'on s'éloigne de l'a\e, les zéros se rapprochent 
entr« eux. Voici une partie de la courbe de ces résultats, tracée à partir du 
premier point de rotation nulle. 

L'autre partie est symétrique par rapport à Taxe du cristal. 



VI. — Mesures relatives à un spath plus épais. 



Os résultats sont relatifs à un spath di^ 26""" d'épaisseur. 

Dans un crislal uniave, si i et a désignent les vitesses oi"dinaires et cxlra- 
ordinaires perpendiculairement à l'axe, la direction correspondant à uni' 
diiïérence de marche - fait avec l'axe un angle I donné pai' la formule ( ' ) 



v^ 
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Dans le spath, on a 

(le plus 
cron 



a = 



1,019 



h = 



>. = 0,000589 et 



1,665' 
£ = 9.6 ; 



1=1 






Nous avons vu que la première direclion de rotation nulle était k f î' de 
Taxe. Klle est donc très voisine de la première frange, un peu plus rap- 
prochéi» de l'axe (jue celle-ci. Lorsque Tépaisseur du cristal augmente, la 
première frange se rapproche de Taxe. Si le premier point de rotation nulh* 
suit la première frange, il doit aussi se rapprocher de Taxe dans ces condi- 
tions. J'ai tenu à vérifier ce fait, et en même temps à confirmer les résultats 
ci-(l(»ssus sur un cristal plus épais que le précédent. Ce nouveau cristal 
avait .IV""" d'épaiss(»ur. Voici l(»s résultats des mesures faites sur lui : 



hislan(v> û l'axe. 



Hotalions. 



0. 


1 .52 


0. 5 


1.5-2 


0. 10 


1 . 5o 


().i5 


1.48 


. ÀO 


1.44 


o.aS 


1.9.4 


o.3o 


0.56 


c).3> 


0.26 


t).37 


0.14 


0.39 


0. 


().4*Ji 


— 0.12 


0.43 


-0.17 


o.5i 


—0.10 


0.54 


0. 


. 56 


H-O. 10 


1 .o<> 


—0. 14 


I. 4 


-ho. 7 



Distances à Taxe. 

1. 6 

' 9 
1 .12 

I . i5 

1.17 

1.19 

1 .22 

I .25 

1 .26 
1.28 
1 .3o 

1 .32 

1.34 
1 .35 
1.38 
1.40 

I .^9. 



Hotat 


i(»ns 


II 


« 


0. 





— <K 


8 


— 0. 


I 1 


— 0. 


/ 


0. 





-!-0. 


• 

> 


— 0. 


9 


—0. 


4 


0. 


(» 


— 0. 


5 


— 0. 


/ 


— 0. 


■> 








— 0. 


3 


—O. 


5 


-i-O. 


2 


0. 






Les direclions de rotation nulle sont réunies dans le Tableau ci-dessous : 



Distance des zéros à Taxe. 

0.39 
0.54 
1. G 
1.17 
1.26 
1.34 
1 .42 



Distance des zéros entre eux. 



i5 
12 
10 

9 

8 

8 
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xisions : à mesure que Tépaisseur 
In'iit de Taxe. 

'iStnHique ont las mêmes positions 
/ en dehors du champ magnétique. 

.ilion 



I < l'i k 



, et K Tordre de la frange. En ap- 
M liantillons étudiés, on a 



Cristal de 33— 


d'épaisseur 


Zéros successifs 


observés. 


calculés. 


0.39 


/ 


0.54 


0.55 


I. 6 


>. 7 


1.17 


1.18 


1.26 


1 .27 


1.34 


1.35 


1 .42 


1.43 



pas deux minutes, valeur de Tordre des er- 



i>»»i 
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Dans le spath, on a 



a z= 



(le plus 
cFoii 



1,519' 



6 = 



X = o , 000689 et 
1-47'. 



1,665' 

£ = 2<) 



Nous avons vu que la première direction de n 
Taxe. Elle est donc très voisine de la premier 
procliée de l'axe que celle-ci. Lorsque Tépaissr 
première frange se rapproche de Taxe. Si le pr- 
suit la première frange, il doit aussi se rappro* 
lions. J'ai tenu à vérifier ce fait, et en même 1 
ci-dessus sur un cristal plus épais que le ] 
avait 33°"" d'épaisseur. Voici les résultats di 



Distances à l'axe. 


Rotations. 


t 
0. 


• 1 
1 .52 


0. 5 


1.52 


0. 10 


i.5o 


o.i5 


1.48 


. ÀO 


1.44 


0.25 


i.a4 


(>.3o 


0.56 


0.35 


0.26 


0.37 


0.14 


0.39 


0. 


0.42 


—0.12 


0.45 


—0.17 


o.5i 


— O.IO 


0.54 


0. 


0.56 


-^O.IO 


I.OO 


-t-o.i4 


I. 4 


-*-o. 7 



Les directions de rotation null 

Distance des zéros i Vo 

0.39 

0.54 
1. 6 
1.17 
1.26 
1.34 
1 .42 



' ^e cercle; 
, '*'*'"'^queced/ 

'''*»^« <ieniées 
• '^*' ^« <\uan d'oi 
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monte dans un petit cadre à charnière L, peut être rabattu au devant de 
l'^analyseur ou relevé à volonté. 

On peut voir d'abord que, lorsque Taxe Oy de la lame demi-onde coïn- 
cide avec une vibration rcctiligne incidente, si Ton fait tourner le quart 

Fig. 7. 




d'onde au devant de l'analyseur ainsi réglé, on peut rétablir Tégalité d'éclai- 
i*cment des deux moitiés du champ avec une sensibilité de même ordre 
c|u'avec l'analyseur seul. Cette égalité est rétablie lorsque l'axe du (juart 
d'onde coïncide avec l'axe de la lame demi-onde. Alors l'intensité commune 
est cos^a, a étant l'angle de l'axe de la lame demi-onde et du nicol. 

Faisons tourner le quart d'onde d'un petit angle p. La vibration rectihgnc» 
incidente 0/ se transforme en vibration elliptique dont les axes'sont Ox' 
et Oy\ axes du quart d'onde. 

Si^= cos27:q^est la vibration incidente Oyj les composantes suivant 
Ox' et oy sont 

ar'^=: — sin J3 cos 2 7: ?« > 
j'= cospcos27:^« 

Kn traversant le quart d'onde, l'une des vibrations, y\ par exemple, prend 
un retard -• A la sortie, on a donc 



x' 1=^ — sin p cos 2 TT ?p > 
y' =z cos^siiriT:^- 



J.28 



I 



I 



s: 



AN V ! 



Pour compléter Vi\ 
champ magnéti(ju(\ i 
lion sur la nature de ' 

Â priori, il rtnil ■ 
port à Taxe du ni-i 
former en vibrai iop 
fallait donc anah>«'i 
mantation. 

Les méthodes oi. 
de de Senarmonu 
s'adaptaient pas ^* 
Il est important, <i 
de même ordre* (\i 
de lumière jaune ! 



En avant de Ta- 
monté sur un c(»r( 
divisé sur tranche 
nier, ainsi que Tin < 
séparément autour 
mandent deux tij^j- 
fixées sur Tune des 
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l'autre un retard S et Ton a, par exemple, 

, k ( ^ à\ „ —k t 

A la sortie, ces deux elliptiques se recombinent : 



' = 7T7î[''""(î - l) + **''""ï] = 7TT»^'"^"('î - y)' 



d'où 



cosaTTr- -+- A:*=± B'cosa7r-r> 

ni ' d 

810271^ =:B'sin27ry; 



on en déduit 



(1) 



B" = 


ii-hit» 


+ 2^*00827:=; 


et 








tang: 


d 


810271=- 


0^" 






Ar* -h €08 271 


A 



De même 



„ A- r (t ô\ n kk! (i d'\ 



d'où 



008 271=- — 1=: A'COS27:y j 

8in2 7r=- =-+- A'sin27rY; 



on en déduit 



A'*=:4sin'7r r» 



o 



(2) ^ ^, sin27rj^ 

tangSTTy = ^ 



J — €0827:^ 



Des j(rou[)es d'équations (i) et (2) on tire la valeur de -ç, et de 
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pendant que l'ellipse éprouve des variations de grandeur qui suivent une 
périodicité analogue. 

Le long des bras de la croix d'un spath placé dans un champ magnétique 
et observé entre un polariseur et un analyseur à l'extinction, la lumière 
n'est donc pas éteinte : elle présente une série de maxima et de mininia, 
c'est-à-dire précisément toutes les particularités offertes par le quartz. Dans 
ce dernier, les maxima correspondent également à des ellipses dont le 
grand axe est dirigé suivant la vibration incidente; les minima à des vibra- 
tions rçctilignes parallèles à la vibration incidente. Entre ces directions 
particulières, l'ellipse issue du quartz a son grand axe dirigé périodique- 
ment à droite et à gauche de la vibration primitive. 



CHAPITRE m. 

INTERPRÉTATION DES RÉSULTATS 



Ces résultats peuvent être interprétés comme dans le quartz, suivant les 
conceptions d'Airy. 

Lorsqu'un rayon rectiligne incident se présente sur un spath d'Islande 
placé dans un champ magnétique, il se transforme en deux elliptiques réci- 
proques inverses qui se propagent avec des vitesses différentes. A la sortie, 
l'analyse optique donne le résultat de la recomposition de ces elliptiques 
après qu'ils ont subi l'un par rapport à l'autre une certaine différence de 
marche en traversant le cristal. 

Soity = sin27: ?« la vibration incidente. 

La décomposition en deux elliptiques inverses donne 

y= T-, sin27:^^ \ v"=: r^sinaTTs^» / 

k t ,, — X- t 

X'=i 77 00827:=,» -P = 7T COS27r=v 

En traversant le cristal aimanté, Tun des deux elliptiques prend sur 
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or 

X= jr'cosa-i- j'sina, 

Y = — x' sina-h /cosa; 

d'où, par identification des valeurs de X et de Y, 

A A' d , 
75 ces 27: — = A ces a, 

AA' . d' ^ , 
. H- A^' ). 

Tï C0S2T: T = B cosa, 

sin27r T = A sina. 



14-A* ' l 

De ces ([iiatre équations, on tire 7777 et cot27: — y— en fonction de ^ (îl 

de a. 

Des deu\ j)remières, on déduit 

d' H 
tang27: Y = t-^^"©^* 

Des deux dcTuières, 

d A 

tang27ry = gianga; 

d\)ù 

., . — tanga — |rlanf,^a 
A 1 ^- lang'a tanj:2G 

, A , 

<Mi posant |T = tang^. 

Dans les expériences actuelles, les angles a et ^ sont très petits : on peut 
donc remplacer sinaa et tang2ç par 2a et 2Ç, ce cpii donne 

lang2 7: — = — = - ou 00127: — i, — — -i- — //. 

^ /. 9 /a 

De inénie, en faisant la somme d(»s carrés des dcMix pn»miér<»s écpiations 

du groupe» '^i, on a 

A* \'* 

i-r-: r- A* cos'a -h H* sin* ol 

(I 4- A*)* 

III. Fac. de T. .).(> 



• rj. 
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dV)Ù 

I , n ,6 I ; à I 

y — k=i ^2 sinTUr-i/i -+- //i* = 2/icos7r^-vi -^- '« . 

langer r 

Kn remplaçant costc j par sa valeur tirée des équations (3"), 



I . imn 

7. — ^" — / » 

^ VU-//* 



ce qui donne 



mn , I m*n* 
k = ±L -=±i/n 



On obtient ainsi simultanément les deux valeurs A* et y Kn outre, on a 



^ _ . j 



,0 , I 4- /l 
tang'TTir =:/4'H r— • 

Le calcul des quantités A* et o peut donc s'effectuer facilement. Kern 
plaçons m et n par leurs valeurs en ç et a; on a 



(r>) 



) a* -h 9* V («*+?*;* 







Suivant la direction de l'axe, on a ç = o. Donc A = i et tangaT:^ = a 







ou sensiblement t.^^=ol. On sait en effet que, dans ce cas, la différence de 







phase 27:^ est double de a. 

Lorsque ç n'est pas infiniment petit par rapport à a, c'est-à-dire à quelque 
distance de Taxe, les formules (5) peuvent être pratiquement simplifiées. 
En effet, dans ce cas, (a^-hç^)^ est très petit par rapport à ç^; le quo- 
tient 7-—^ — —- est très crrand. La racine carrée de i -f- ----2 — rr; est sensible- 

ment écale à -r^ — t> et l'une des valeurs de k est 



a*-h 9* 



— =ir 





• iViTlUIXl 
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Or, pour un courant de 25 ampères, la valeur absolue du champ magné- 
tique, mesurée par la rotation du sulfure de carbone, a été trouvée égale à 
itioB unités. 

Fig. «. 



On en déduit le tableau suivant : 



Dotation. 



Valeur absolue 
du champ magoi'liiiue. 



34^5 



Kn dehors de l'axe optique du cristal, il y a en général rotation el pro- 
duction de lumière elliptique, sauf pour des incidences particulières. La ro- 
lalion a lieu alternativement à droite et à gauche de la vibration incidente. 
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Tableau des valeurs des rapports des axex et des différences de marche 

pour une plaque de spath de i"* d'épaisseur. 



aisscur. 


Incidence. 


Holation a. 
/ 


Ellipse 9. 
1 


A. 


tangr ^. 






\e 


•26 


0. 


-+-1.A8 





1 


» 


r28' 


o,ooo3i 


\Z 


0. 


1 .52 





I 


» 


r52' 


o,ooo3i 


uG 


0. 9 


1.26 


'}. 


0,435 


o,o34 


1*57' 


0,00041 


33 


O.IO 


i.5o 


5 


o,3i6 


o,o55 


3-8' 


o,ooo53 


ufi 


0.1 4 


1.24 


7 


0,144 


0,084 


4-48' 


0,0010 


33 


o.i5 


1.48 


'7 


o,io3 


o,iG 


9-5' 


o,ooi5 


jtf) 


0.19 


1 .21 


21 


o,o35 


0,26 


14*34' 


o,oo3i 


33 


. 'XO 


1.44 


4<) 


0,045 


o,38 


2o*4S' 


o,oo35 


33 


0.2'> 


1 .24 


52 


0,026 


0,62 


3r4S' 


o,oo53 


26 


0.29 


0.59 


37 


0,019 


0,62 


3i*48' 


0,0068 


33 


o.3o 


0.56 


55 


o,oi5 


0,98 


44*25' 


0,0075 


33 


. 35 


0.2G 


56 


0,0095 


2,l5 


65*3' 


0,0110 


33 


0.39 


0. 


56 


0,0081 


00 


90* 


o,oi5i 


20 


. .{0 


0. i5 


44 


0,0072 


2,93 


71*9' 


o,oi5i 


'Ji6 


0.43 


0. 


44 


0,0064 


00 


90' 


0,019 


33 


0.45 


—0 . 1 7 


36 


, 0062 


—2,12 


i8o'^64'45'= ii5*i5' 


0,019 


'^.C) 


o.5i 


—0.17 


20 


o,oo5o 


«,«7 


i8o*— 49*28'= i3o«32' 


0,028 


33 


0.54 


0. 





» 





i8o» 


o,o3o 


ïG 


0.59 


0. 





» 





i8o» 


o,o38 


33 


0.60 


-+-0.14 


8 


0,0047 


-4-0,57 


i8o'»-f-29*'4i'= 209*41' 


o,o35 


33 


I. 6 


0. 

• 


20 


o,oo3o 


00 


270* 


0,045 


26 


I. 7 


-f-0.12 


II 


o,oo34 


-ho,9i 


iSo^-h 42- 18' =222*18' 


0,047 


33 


1.12 


— O.II 


10 


o,oo32 


-0,9» 


36o*— 42*18'= 317*42' 


o,o53 


a6 


i.i3 


0. 


18 


0,0026 


00 


270* 


0,057 


33 


1.17 


0. 





u 





36o* 


0,060 


26 


1.19 


—0. 9 


9 


0,0028 


— 1 


36o-— 45*-3i5* 


0,067 


33 


1.22 


-4-0. 9 


6 


0,0028 


H-o,G6 


36o*-h 33*25'- 393*25' 


0,067 


26 


1.24 


0. 





u 





360'» 


0,076 


33 


1.26 


0. 


14 


0,0021 


« 


3Go»-+-9o*— 45o- 


0,076 


aG 


1.29 


-t-o. 6 


• 6 


0,0018 


-4-1 


36o*-+-45*=4o5' 


o,o8G 


33 


i.3o 


—0. 7 


G 


0,0020 


—0,86 


54o*-4oMi'=499**"9' 


o,o8i 


33 


1.34 


0. 





» 





36o*-+- 180*= 540* 


0,091 


a6 


1.34 


0. 


12 


0,0017 


oc 


36o*-i-90*— 45o* 


0,096 


33 


r.38 


-+-0. 5 


5 


0,0014 


-M 


540*-+- 45*= 585* 


0,098 


36 


1.39 


0. 5 


6 


0,0014 


1,2 


540*-. 5o*ii'= 489*49* 


0,104 


33 


1.42 


0. 


7 


0,0010 


00 


54o*-+-9o*=63o* 


0,106 


a6 


1.44 


0. 





» 





36o*-h 180*= 540- 


0, ii5 


a6 


1.49 


-4-0. 4 


3 


0,0012 


H-o,75 


540*-+- 36* 52' ~ 576*52' 


0,17.3 


a6 


1.53 


0. 


G 


0,0008 


00 


54o*-h90*=63o* 


o,i34 
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Dans une étude théorique publiée en i885 (*), M. Gouy, appliquant le 
principe de l'indépendance des effets simultanés aux phénomènes produits 
dans un milieu par Faction combinée du pouvoir rotatoire et de la double 
réfraction, montre que ce principe permet de retrouver l'hypothèse ima- 
{çinée par Airy, et conduit à des relations simples entre les quantités k et o 
et la rotation ta qui se superpose à la double réfraction ç sous chaque inci- 
dence. 

Les relations données par M. Gouy sont 

TT 1 — AT* ' 

La première relie directement le pouvoir rotatoire et la double réfraction. 
La deuxième donne le pouvoir rotatoire en fonction de /r et S seuls. Dans 

ces formules, les quantités - et ç sont comptées en vibrations ou en ondes; 

ainsi, pour un quart d'onde et une rotation de i**, on a 



03 I 



^ 4' TT l8o 



En calculant ces relations pour les valeurs du Tableau ci-dessus, on a : 



(») Journal de Physique^ 2* série, t. IV, p. 149. 
(») Ibid,, p. 154. 
(») /6irf., p. i58. 
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CHAUVIN. 










6) a A' 


0) ^ aA- 






fa) nk 


fa) 2 ^k 


Incidences. 


1:"'. -A-'- 


Incidences. 


r - ' I - A « 


t: ~" * 1 + *« 


0. 


II 


o,ooo3i 




, 
0.60 


0,00029 


o,ooo33 


0. 9 


0,00074 


o,ooo3o 




I. 6 


0,00023 


0,00027 


0. lu 


, 00060 


o,ooo3o 




t. 7 


, 00027 


o,ooo32 


0. 14 


0,00049 


0,0002 3 




1.12 


0,00029 


0,00034 


0. i5 


0,00040 


o,ooo3i 




i.i3 


0,00024 


o,ooo3o 


0.19 


o,ooo34 


o,ooo34 




1.19 


o,ooo3o 


,00037 


. 7.0 


o,ooo3i 


o,ooo3i 




1.22 


0,00023 


0,00037 


O.'l^i 


0,00028 


0,00028 




1.26 


0,00027 


0, 0003.2 


O.U9 


0,00027 


0,00026 




1.29 


0,00025 


o,ooo3i 


. 3o 


0,00023 


0,00023 




i.3o 


0,00028 


o,ooo33 


0.35 


0,00020 


0,0009.3 




1.34 


0,00026 


o,ooo33 


. 39 


0,00021 


0,00024 




1.38 


0,00023 


0,00027 


0.40 


0,00020 


0,00021 




1.39 


0,00024 


0,00029 


0.43 


0,00021 


0,0002$ 




1.42 


0,00018 


0,00021 


0.45 


0,00022 


0,00024 




1.49 


0,00023 


o,ooo3o 


o.Oi 


0,00022 


0,00028 




1.53 


0,00018 


0,00021 



> 

.ê 

r » 
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On voit que - > calcule par les deux formules, est sensiblement constant 

pour toutes les incidences. Le phénomène, interprété suivant les idées de 
M. Cîouy, peut donc être considéré comme résultant de la superposition 
d'un pouvoir rotatoire magnétique uniforme à la double réfraction. 

RÉSUMÉ. 

J'ai établi dans ce travail les propriétés suivantes du spath d'Islande : 

!*• Co cristal possède le pouvoir rotatoire magnétique non seulement sui- 
vant Taxe, mais aussi suivant les directions inclinées sur Taxe. 

2" Suivant l'axe, l'action magnétique est une simple rotation de la vibra- 
tion incidente. 

i" Suivant les directions inclinées sur l'axe, Faction du champ produit 
(m général à la fois une rotation et une transformation de la vibration rec- 
tiligne incidente en vibration elliptique. 

4" \jI\ rotation change périodiquement de sens, en devenant nulle pour 
une série de directions particulières. 

5*' L'ellipse produite par le champ magnétique devient alternativement 
nulle et maxiimnn pour les directions successives où la rotation est nulle. 

J'ai montré comment ci^s résultats, analogues à ceux que présente le 
quartz naturel, pouvaic^nt être interprétés suivant les conceptions d'Air> , et 
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comment des données expérimentales on pouvait déduire les valeurs de A- 
et relatives aux différentes incidences. 

Comment aussi, d'après les idées de M. Gouy, le phénomène pouvait êlre 
considéré comme résultant de la superposition d'un pouvoir rotatoire ma- 
gnétique uniforme, à la double réfraction. 

Ce travail m'a en outre conduit à adapter le polarimètre à pénombre à 
Tétude du pouvoir rotatoire des cristaux et, enfin, à une nouvelle méthode 
d'analyse des vibrations elliptiques. 

Ce travail a été effectué à la Faculté des Sciences de Toulouse. Qu'il me 
soit permis d'adresser ici mes bien sincères remerciements à MM. Brillouin 
et Berson pour les facilités et les bienveillants conseils qu'ils m'ont donnés. 

Je remercie également M. Baillaud, qui a bien voulu mettre à ma dispo- 
sition un local à l'Observatoire pour y installer mes expériences. 
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SUR LES 



ÉOUATIONS DIFFÉRENTIELLES HOMOGÈNES DU SECOND ORDRE 



A COEFFICnSNTS CONSTANTS, 



PAR M. P. APPELL. 



1. Soit une équation différentielle 

dont le premier membre est un polynôme homogène irréductible par rap- 
port à une fonction y de la variable a: et à ses dérivées y', ^' : les coeffici(»nts 
de ce ])olynôme sont supposés constantSy c'est-à-dire indépendants de x. 
L'intégration de Téquation se ramène immédiatement aux ({uadralures : il 
suffit, en effet, de poser 

pour obtenir une équation du premier ordre 

donnant x en fonction de u par une intégrale abélienne. 

Ainsi qu'on le fait pour les équations linéaires et homogènes, on peut 
trouver des solutions de l'équation (i) ayant la forme spéciale 

(] désignant une constante arbitraire et r une constante, racine de» i'écpia- 
tion 

(3) 9«(/-) = ^]/(r*, /•,!)=: o. 

Dans le cas des équations linéaires, les solutions ainsi obtenues sont toutes 
particulières : on peut se demander s'il en est encon» ainsi lors([ue Téqua- 
tion différentielle homogène n'est plus linéaire. 

III — Fac. de T. K. | 
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Nous allons montrer que certaines de ces intéj?rales peuvent elrc parti- 
rulièn^s, d'autres sini:ulicrrs, en donnant en même temps le moyen de re- 
connaître si une de ces intéfjrales est particulière ou singulière. On verra 
que, dans d<»s cas limites, toutes les intégrales de la forme 



peuvent être [)articulières, ou toutes singulières (*). 
2. I/é([uation (2) obtenue en faisant 

est de la forme 

où Oq(u)^ 9i(w)i • ••? ?«('^) ^^^^ des polynômes, dont le dernier Çn(i/) a 
])our racines les constantes /• donnant les solutions 

Soit r une racine de o,^{u) : il est évident que 

sera une intégrale» de Técpiation (3); il s^agit de voir si cette intégrale doit 
élrcî regardée comme particulière ou comme singulière. 

Lorscpie Ton fait u = /', Téqualion (3) en 11 a au moins une racine nulle. 
Sup|)osons d'abord «pf elle» n'en ait (pi'une, c'est-à-dire que la valeur u = r 
n'annule pas (f^-ii^O ' '^^^^^^^ l'intégrale u = r Qi^\ particulière par rapport 
à la brandie d(; la fonction intégrale dont la dérivée s'annule pour u = r. 
Va\ effet, comme pour u = /• un(» seule valeur de u' s'annule, cette valeur 
<»st, [)Our des valeurs de u voisines de r, développable en une série de la 
form<» ('-) 

u'—a{u — r)P[\ -h ^i(m — /') -^ a^{u — r)*-h...], 



(M l^our la théorie des inié«j:ralcs singulières fies équations du premier ordre, consulter 
les travaux de MM. Darhoux {Comptes rendus, 1870) et Cayley {Messenger of Mathema- 
fies, 187'A, 1876} et une ^ote de M. Kapteyn (Bulletin des Sciences mathématiques, 1888). 
pour les intéj,'rales sinj^^ulières des équations du second ordre, nous signalerons un travail 
de M. (ioursat (American Journal, t. XII). 

{') Voir BniOT et lioiOfET, Théorie des fonctions elliptiques j Livre V. 
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p étant un entier positif. On tire de là 

adx= — __[i + A,(« — /•)-+- A,(//--r)'-h...] 
et, en cherchant l'intégrale qui se réduit à Uq pour x = o, 



s=» 



A 



(4) ""^-^l rZTTK" -r)-P^'-{ii,-ry-P^'], 

^^ S D -+• I 



S — p-h l 

jr=0 



OÙ Ao = 1 et où le terme correspondant ks = p — \ doit être remplacé par 



A 1 ff — r 



//n — /• 



En écrivant cette intégrale 

_ (il — r)P-^ — {Uq— r)i'-^ 



p-i 



S=tc 

A 



/>-M 



on voit que, lorsque Uq tend vers r, tous les termes s'annulent, excepté 
(a — /')''"* : on trouve donc, en faisant tendre Uq vers r, 

ce qui montre que u = r est bien une intégrale />ar//cw/fV>/v' pour la branche 
considérée de l'intégrale générale. On verra sans peine comment il faudra 
niodifler le calcul précédent dans le cas particulier où p = i; les premiers 
termes du développement (4) sont alors des logarithmes; la conclusion sub- 
siste, u = r est intégrale particulière. 

Supposons maintenant que la valeur considérée u = r annule non seuh»- 

ment 9n(«), mais aussi ^^-t (^0^ ?/i-2(^)î Alors, quand u tend vers /•, 

plusieurs des valeurs de u' définies par l'équation 

tendent vers zéro. Ces valeurs se partagent en systèmes circulaires com- 
posés de racines qui se permutent dans le voisinage de u = r. Pour Tun de 



' -Tu-* :r":i-èir^-. a liim 



-. l •'* UxU r^l^ j^ 



• iru .- iv.x-r^ •••^1113. *!! --rmeni par îin calcul identique au 

• ■'•••M -il*, i 



: I 



, ■ • • 



L,:, 



f 



f 



•^îf* iuirit» :nf' !ii'*::mie ?arni:uliêrr, pour la branche de la 



. 1 



_ . ^ , -... .p. ...,^^^j^,... f.tiiiu«r une intéCTîile .ç//4*r£///6'rr. 

:-. l.:l. v> Iki:.:.. "iitt".irîiie -7 *[m se réduit à u^ pour 

:■ :iutiruir i*- •«*?id pas vers u^=^r quand «/, 
.1 I ':> •..iix,:i> MtH"*i*-r ••Muiue plus haut : écrivons 



. ... :;^ ,.-. . . ^. 






— \, i ~ •• '— . . .J: 



j: »'i' . 






î ^" ..i • i.' •;■• 



V T.ti'ili'iinMir tous les ex[)osiinls du 

' ' 'V -'<. >:.<*:*:'• - ^^ i : >i diUic ou fait tendre w- vers 

« 

;-;.■• ■ :: : \ ^/s !.a f"CKti*»n a detinie par Técjuation 






•' \'^\^ <\ , fôiit /y = r. I^inlécrale ^/ =: rest donc singulière. 
/ »!' rr» fjf ,1 r^rrr f. inclusion en faisiuit dans Téqualion ( 5 ) la 
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substitution 

Il peut, d'après cela, arriver qu'une même solution u = i^ doit être en- 
visagée comme particulière ou comme singulière, suivant qu'on la compare 
à Tune ou à Tautre des branches de la fonction intégrale. 

Les règles précédentes permettront de reconnaître facilement si une solu- 
tion u = r est particulière ou singulière. Par exemple, si Téquation 

""'?o(w)-+-«"'~*?i (")-+-...+ «'?/,-i(")H-9o(") — o 

est telle que l'intégrale abélienne 

rdii 



soit de première espèce, c'est-à-dire reste partout finie, toutes les solutions 
de la forme u^= r seront singulières. 

3. Si nous revenons aux équations algébriques homogènes à coefficients 

constants eny, y\ y\ 

'M J% /»/) = «» 

nous sommes maintenant en mesure de reconnaître, parmi les intégrales de 
la forme 

celles qui sont particulières et celles qui sont singulières. Nous allons traiter 
comme exemple le cas le plus simple, à savoir le cas d'une écjuation homo- 
gène du second ordre et du second degré 

les coefficients «o, a^, a.,, 6,, 6^, b^ étant supposés constants. (]ette écpia- 
tion admet des intégrales de la forme 

r étant racine de l'équation de quatrième degré 

Si nous faisons 

y - e^" ^•^, /' = uy, y" = ( a' -h w* ) j, 



K.G p. APPELL. 

Toqualion diflërcntiellc devient 

«0 W'* -f- 2 U' ( ÛQ M* -h ^1 M 4- ^j ) -+- 9i ( W ) = O. 

Dans le cas particulier oùao = o, cette équation est du premier degré 
en u; les trois valeurs de w qui annulent ç^C") donnent alors des intégrales 
particulières. 

Supposons maintenant a^ différent de zéro. Si aucune des racines du 
polynôme du quatrième degré 92(w) n'annule le trinôme 

les quatre intégrales obtenues en égalant u à Tune des racines deÇaC'^) 
sonl particulières; les solutions de la forme 



j = C e 



rx 



de l'équation (G) sont donc toutes particulières. Si une racine simple de 
^2{^f) annule le trinôme 9i (w), la solution correspondante est singulière; 
les autres ^oni particulières. 

Si deux racines simples de Ç2(w) annulent le trinôme Çi ( w), les deux în- 
tégral(*s correspondantes sont singulières; les deux autres sont particu- 
lières. 

i. C.e dernier cas est remarquable en ce que l'intégrale générale peut se 
mettre, dans ce cas, sous une forme particulièrement simple. En effet, 
puis([ue ^^{u) est divisible par 9,(w), on peut écrire 

ou, en développant et identifiant, 

(]ela posé, Téquation en u 

a^ti"^-^ 2u' 9i(//) -h 9î(w) = o 

s'écrit en divisant tous les termes par a^^ remplaçant o.2(u) par sa valeur 

9,(w)(w*-4-2aw4-(3), 
et posant — =7? 

(7) w'*-h 2u\u^-h 10LU -+-•/) -t- (;/*-!- 2a// -h (3)(//*-h aaw -+- y) —o. 
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valeur qui est bien constante. Si donc on établit entre C, C', C" la relation 

l'expression (lo) est l'intégrale générale de Téquation. Faisons, pour sim- 
plifier, 

nous verrons que Tintégrale générale de Téquation (8) en z est 



z=z2i/i—^,lix-i- X^e^*-'-^»^*-!- ^«e^'-"-^»)-^, 



et, par suite, celle de Téquation en^. 



(II) 



(3' 



y = 2i/i — ^, llxe-^-hl^C^^'-^lx^e'"^ 



avec deux constantes arbitraires X et ui. Sur cette forme de l'intégrale gé- 
nérale, on voit bien que c'*'*' et e'^^'-^ sont des intégrales particulières corres- 
pondant à [JL = o et X = o. 

Nous avons obtenu cette intégrale générale en égalant à zéro le premier 
facteur de l'expression de -^ (9). Si nous égalons à zéro l'autre facteur 

nous aurons une équation du second ordre ayant pour intégrale générale 

(12) z — g' e'^^' -h g" e-'^'f^* 

OU encore 

(12') z — g' e^^'-^"^^' -\- g' 6^9"'^^^'' , 

puisque nous avons appelé p' et p" les racines de l'équation 

r* H- 2 a -h y = 0, (r-h a)'-h /=o. 

Si l'on substitue cette valeur de z dans l'expression /,(^", z'^ ^), cette 
expression deviendra encore une constante, puisque l'on aura encore 



dx 
III. — Fac. de T. K. 









^ r. 



--ni-ir:»in riiE^^nEL^-Ji* ^ - • ..ciiiii-- 



n « 



•- « — » « 












: :f ^''-^ '. 



r- ^ •« 



> « 



V 



^^# ^1 4Mmt, \p^tuf V*'i\nH\\^pu 'liff*'-r»-rjti'-II»- pp»f->>****- !•*> Jf^ux ÎDlêjrrales 



7 r ^ f 



>' -zn «r f?"" 



i\%\% ntmi Hnf(fÂii/'.n'ffj cjnuïut- nou* l'avons vu. 

léh^tHium f\w. noijîs vf;rion«» d'/'ludi^-r nTilre dans une calêjrorie {rénêrale 
â^é'jptniioun /lifT/rr^'nti^'lli;» dont nous nous sommes occupes précédem- 
ffUfflt fiattn uw. .\oUf iris/rn''#; rJans les Comptes rendus ifes séances de 
V Adul^tnie. (h'H Sciences (*^<u:oïu\ semestre i888^ el dans un Mémoire Sur 
UfS iwfwUinlM de quelques équations différentiflles, publié dans le Jour- 
nal fl^' Mat/té fnntfques ( Y s^^vh-, I. V, f88r^). 

nt*fHft^*que L • Nous avons sijjijKjsé les racines r et /•" de Téquation 



/•' I- 7. a/' -h i o 
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dislinctos, c'est-à-dire 

différent de zéro. Si Ton avait ^' = o, Téquatiou /,(^'S z\ z) = o deviendrait 



d'où 



'^^.r,z''{z''-^yz):=.0. 



IVenant d'abord 3*^= o, on a 

(i3) z-{\^CJx-^C"x^ 

et, en portant dans /,(^", z\ j), 

x(3^y,^) = 4^/(C" + y'(:)-/c^ 

Si donc on fait 

Texpression (i3), c'est-à-dire 

5 = ^- ^ h l\[LX -h y'^^j'^, 

est rintéji^rale générale de Téquation y^ = o avec deux constanti^s arbitraires 
X et UL. 

L'intéfçrale générale de l'équation en y est 



- rgf-OiX 



y ziz ze 



Comme plus haut, les solutions 



sont singuliifFys. 

Rpjfiarque II. — Nous avons supposé les racines z' et p" de réijualion 

flistinctrs, c'est-à-dire y' — Y — ^^ différent de zéro. Si y' était nul, Téqna- 
lion 
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le -^nii Diu> irr-tiuctibli? «^t -?«? décooiDtDéerait en deux facteurs linéaires 



ifami inu> fcv•la^► ^i4ii)i>*)!*«f l' 'niB*r^iit d»^ •^'. Si Ton avait 



1 



•tt uiriii 

• i :u>*uite«* uemon- ie c^tte rMiuadoQ serait le carré d'une fonction li- 
Kti ••» %i'«uiiii i l*«>juati«»u en u 

I iv-4rruit à ovuuuier queh^ues cas particuliers, par exemple le cas où une 
lîKiuo <iuiple de 3»V") serait double ou triple pour '^^{ u). Mais Texanien 
ilo oo ca>. 4ui. diaprés la théorie jcénérale, ne présente aucune difficulté, 
u otliv |Kis d'intérêt (>articulier. 



ÉTUDE 

SUR L'ÉLECTROLYSE, 

PAH 

G. BERSON, 

Professeur à la Faculté des Sciences de Toulouse, 

ET 

A. DESTREM, 

Professeur-adjoint à la même Faculté. 



I. — Électrolyse de dissolutions d'acide sulfurique à titres déterminés. 

Nous nous sommes proposé d'étudier les actions secondaires qui se pro- 
duisent lorsqu'une lame de cuivre constitue l'électrode positive soluble. 

Dans une première série d'expériences, nous avons fait varier la concen- 
tration de la liqueur acide, à partir de la solution décime jusqu'à la solution 
à un demi-équivalent par litre. 

Dans ces circonstances, il ne s'est jamais dégagé d'oxygène sur l'élec- 
trode positive, le cuivre s'est transformé en oxyde qui s'est dissous dans 
l'acide sulfurique pour former du sulfate de cuivre. 

Grâce au dispositif employé, qui empêchait, en partie, les liqueurs de se 
mélanger dans l'électrolyte pendant le temps que durait l'expérience, il n'y 
avait pas de dépôt de cuivre sur la lame de platine placée au pôle négatif. 
(Dans une expérience seulement, ce dépôt a été apparent, mais les résultats 
généraux n'ont pas été modifiés pour cela.) 

Four elfectuer l'électrolyse, nous nous sommes servis de 4 éléments Da- 
niell. 

Les volumes d'hydrogène sont donnés avec les corrections de température 
et de pression. 

La lame de cuivre a été pesée dans chaque expérience, après avoir été 
soigneusement desséchée. 

ni. — Fac. de T. L. I 
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Electrolyse de la liqueur à j^ d'équivalent par litre, 
(Durée de rexpérience : 2*» 38".) 

Volume de l'hydrogène 19"*, 18 

Poids correspondant os%ooi7i 

Perte de poids de la lame de cuivre 08', o565 

Poids du cuivre correspondant au poids d'hydrogène oR%o545 

Intensité moyenne (*) du courant = 12 

Electrolyse de la liqueur à ^ d'équivalent par litre, 
(Durée de rexpérience : i**2i°».) 

Volume de l'hydrogène 18*^» 09 

Poids correspondant o?'",ooi62 

Perte de poids de la lame de cuivre op',o525 

Poids du cuivre correspondant au poids d'hydrogène ok'",o5i4 

Intensité moyenne du courant = 22 

Electrolyse de la liqueur à -^^ d'équivalent par litre, 
(Durée de l'expérience : i*»7™.) 

Volume de l'hydrogène 18"*, 56 

Poids correspondant oR^ooiôô 

Perte de poids de la lame de cuivre oÇ%o55o 

Poids du enivre correspondant au poids d'hydrogène oR',o528 

Intensité moyenne du courant — 27 

Electrolyse de la liqueur à -^^ d'équivalent par litre, 
(Durée de l'expérience : o**54".) 

Volume de l'hydrogène i S"", 39 

Poids correspondant os*", 00164 

Perte de poids de la lame de cuivre op%o535 

Poids du cuivre correspondant au poids d'hydrogène o5'',o523 

Intensité moyenne du courant = 34 



Electrolyse de la liqueur à ^ d'équivalent par litre, 
(Durée de l'expérience : 0^46™.) 

Volume de l'hydrogène i8«',94 

Poids correspondant 06^,00169 

Perte de poids de la lame de cuivre os'joSSo 

Poids du cuivre correspondant au poids d'hydrogène op",o539 

Intensité moyenne du courant = 4i 

P) L'intensité moyenne du courant est calculée d'après le volume de l'hydrogène obtenu 
pendant la durée de rexpérience. 
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11 résulte de celte première série d'expériences que la perle de poids d(* 
cuivre s'est toujours trouvée supérieure à ce qu'elle devait être théorique- 
ment comparée au poids d'hydrogène. 

Cette différence entre les poids théoriques et les poids trouvés varie de 
lîh ^ T^? différence due à la forme de l'électrode négative platine qui, de 
surface assez grande, absorbait une certaine quantité d'hydrogène. 

Pour obvier à cet inconvénient, on s'est servi, dans une autre série d'expé- 
riences, d'une électrode platine à la WoUaston; dans ce cas, la différence 
entre la perte de poids théorique du cuivre et la perte de poids trouvée n'est 
plus que de -p^ à 7^. 

Électrolyse de la liqueur normale ^ i équivalent par litre , 

par 10 éléments Bunsen plats. 

(Durée de rexpérience : i**i6™.) 

Volume de Thydrogène '75*^»9 

Poids correspondant o8',oi7i4 

Perte de poids du cuivre ok',49i5 

Poids du cuivre correspondant au poids d'hydrogène . . . o«',488o 

Intensité moyenne du courant := a3i. 

Dans tous les cas, comme le démontrent ces expériences, pour des li- 
queurs d'acide sulfurique ne dépassant pas une concentration d'un équiva- 
lent par litre et pour des forces électromotrices variant dans des limites 
considérables, dans le cas d'une électrode positive soluble cuivre, les actions 
secondaires, dans l'électrolyte, se résument à la combinaison de l'oxygène 
au cuivre pour former de l'oxyde de cuivre qui se dissout dans la liquonr 
acide. 

Nous aurons, dans une prochaine Note, à nous occuper des liqueurs acides 
plus concentrées. 

II. — Électrolyse de dissolutions d'acide acétique à titres déterminés. 

Dans ces expériences, on a étudié les actions secondaires produites dans 
l'électrolyte, en faisant varier la force électromotrice, et la dilution des li- 
queurs, les électrodes étant insolubles et formées de deux lames de platine. 

La quantité proportionnelle des produits provenant des actions secon- 
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(laires dépend des proportions relatives d'eau et d'acide acétique clectro- 
lysées. 

En effet, trois cas peuvent se présenter : 

i" L'eau seule est électrolysée. 

2° L'acide acétique seul est électrolysé. 

3** Des proportions relatives d'eau et d'acide sont électrolysées. 

En faisant varier, comme nous l'avons fait dans nos expériences, la dilu- 
tion de la liqueur acide de ^ équivalent par litre à lo équivalents, c'est tou- 
jours le troisième cas qui s'est produit, mais dans des proportions bien diffé- 
rentes, eu égard à la force électromotrice employée et à la dilution de la 
liqueur acide. 

La masse totale gazeuse provenant de ces électrolyses était constituée, 
dans tous les cas, d'hydrogène, d'oxygène, d'acide carbonique et d'hydrure 
d'élliylène, mais en proportions variables, servant précisément à mesurer les 
actions secondaires (*) : 

L'hydrogène au pôle négatif provenant de la double électrolysé eau et 
acide, 

H^O = (-)IP O(-t-) 

2(G2H»02) = {—)ll' 2(G2H5Ô=^)(4-); 

L'acide carbonique et Thydrure d'éthylène provenant du dédoublement 
du résidu acide (fi^IPO^) au pôle positif, d'après Téquation 

(i) 2(C2ll302) = G2llo-t-C20». 

Après s'être assuré que le gaz contenu dans l'éprouvette placée au-dessus de 
Télectrode négative était bien de l'hydrogène, on a soumis à l'analyse le gaz 
recueilli à Télectrode positive. 

Les nombres indiquant en centimètres cubes les proportions relatives 
des différents gaz sont donnés pour un volume de gaz hydrogène ramené 
à 20^*^. 

Les quantités d'Iiydrure d'éthylène étant corrélatives à celles d'acide 
carbonique produit d'après l'équation (i), nous nous contenterons de donner 
les nombres se rapportant à Toxygène et à l'acide carbonique. 



(») L'oxygène a été absorbé par l'bydrosulfite de soude ou le pyrogallate de potasse, 
l'acide carbonique par la potasse, l'bydrure d'éthylène par l'alcool bouilli. 
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nc.c dr la force électromotrice pour un titre donné. 
Titre : 4 équivalents par litre. 

[roHiotrice. O. CO". 

'i,3 8,i6 i,o5 

5,7 6,92 1,38 

7»<> 2,64 2,95 

11,4 0,96 4,6 

i5,'2 1,10 5,5 

19, t> o,9" 6îO 

i8,o 0,59 5,91 

*' s le Tableau, que, pour une liqueur contenant 4 cquiva- 
!i(|iio par litre, la décomposition électrolytique varie d'une 
)us({u'à une force électromotrice égale à 38. 
r(»iir de faibles forces électromotrices, l'électrolyse de Teau 
ml à donner les volumes gazeux se rapprochant de sa com- 
.«' cas, au contraire, de forces électromotrices croissantes, 
Tacidc acétique tend à devenir prépondérante, et l'acide car- 
liKî que l'hydrure d'éthylène pouvant servir de mesure à 
lion, s'accroissent progressivement. 

sse à une dissolution plus étendue d'acide acétique, soit 
i litre, la décomposition ne s'effectue plus de la même ma- 
iilités d'oxygène et d'acide carbonique mises en liberté sont 
I|«î que soit la force électromotrice employée, ou du moins 

l sont comparables, dans tous les cas*, aux valeurs trouvées, 
.' précédente, pour les forces électromotrices faibles. 

Titre : i équivalent par litre. 

Vovct 
•rlromotrice. O. 00'. 

i3,3 8,9 0,4 

• 9,0 8,84 0,9. 

38, o 8,53 0,3 

•it, l'électrolyse de l'eau prédomine, et les actions secon- 
à peu de chose. 

j une dissolution concentrée, c'est-à-dire à 10 équivalents 
I remarque que la quantité d'oxygène reste à peu près 
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oonslanle pour des forces électromotrices croissantes, tandis que la quantité 
d'acide carbonique croît progressivement. 

Titre : lo équivalents par litre. 

Force 
éleciromotrice. 0. 00*. 

7,6 1 ,6 3,2 

11,4 o,8 4,1 

19 'î^ 4»! 

38 0,8 5, a 

76 1,5 7,i5 

Dans ce cas, la proportion d'eau électrolysée fournissant Toxygène au 
pôle positif est toujours la même, tandis que la quantité d'acide acétique 
décomposée croît avec la force électromotrice. 

Nous avons vu qu'il n'en était pas ainsi lorsqu'on s'adresse à des dissolu- 
tions de concentration moindre. 

2<* Influence de la dilution pour une force électromotrice donnée. 

Pour une même force électromotrice, les actions secondaires efTectuées 
dans l'électrolyte varient avec la dilution des liqueurs et augmentent avec 
la concentration. 

Ainsi la force électromotrice étant donnée, mesurons les quantités d'acide 
carbonique formées dans les différentes liqueurs. 

Force éleciromotrice =1 19. 

00». 

Dissolutions à i équivalent o, i5 

» à 3 équivalents 3,25 

» à 4 » 3 , 60 

» à I o » 4 > 93 

Force éleciromotrice =: 38. 

Dissolutions à 1 équivalent 0,27 

» à 3 équivalents 2,91 

» à 4 » 3,1 

» àio » 5,21 

Cette dernière remarque n'est que la vérification d'un fait prévu, car il 
est évident que, la quantité d'acide augmentant, l'électrolyse de l'acide pri- 
mera de plus en plus jusqu'à ce qu'elle devienne totale pour l'acide pur. 
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III. — Électrolyse de dissolutions de potasse à titres déterminés. 

Dans cette série d'expériences sur Télectrolyse des dissolutions alcalines 
et en particulier des dissolutions de potasse, nous avons étudié en ménn» 
temps l'influence de la force électromotrice, de la concentration des liqueurs 
employées et de la qualité des électrodes sur les actions secondaires pro- 
duites dans Télectrolyte. 

i** Electrodes insolubles. 

Lorscju'on soumet a Télectrolyse une solution aqueuse de potasse, en 
prenant pour électrodes des lames de platine, on constate toujours (pie le 
volume d'oxygène observé est inférieur à la moitié du volume d'hydrogène 
mesuré, quoique ce dernier soit lui-même inférieur au volume de l'hydro- 
gène réellement produit, en raison de son absorption par le platine. 

Ainsi nous avons trouvé, en soumettant à Télectrolyse une dissolution 
de potasse contenant :^ d'équivalent par litre, les nombres suivants pour 
des forces électromotrices variant entre 4 daniells et 8 bunsens. 

Électrolyse ayant duré 3i**3o™. 

A réleclrode (4-) O — 7,8 

♦> ( — ) H = 17,0 

f -7,8 = 0,7. - = _ = a,.8. 



Electrolyse ayant duré 17*^, 

A réleclrode (-h) — i ,9 

» ( — ) H = 5 , •'. 

— -'.9 = 0,7. ^5 = — = s.,73. 

Electrolyse ayant duré 3** 10™. 

A l'électrode (-i-) O - - S,<» 

» ( — ) H — 17,0 

17 ^ - lï '7 
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Électrolyse ayant duré i'»i6. 

A l'éleclrode ( -h) = 2,8 

» (-) H = 6,3 

6,3 o ^. H 6,3 

2,8 = 0,4D, jr— =2,2;j. 

2 ( J 2 , 

La moyenne du rapport du volume d'hydrogène et d'oxygène est donc 
de 2, 3'.>. ; mais on peut atténuer dans une certaine mesure cette perturbation 
dans la production de l'oxygène, en modifiant la surface des électrodes et 
on reniplaçant les lames de platine par des électrodes à la WoUaston. 

irest ce que prouvent les expériences suivantes : 

Électrolyse ayant duré 5*>35". 
A rélectrode (-h) 0=8,3 

» ( — ) , H=::I7,2 

-^-8,3=0,3. -^.^=2,07. 



Electrolyse ayant duré i*»i5"*. 

A rélectrode (-*-) 0= 5,6 

» ( — ) H=ii,6 

11,6 -, ^ H 11,6 

-^-5,6 = 0,2, -= — =2,07. 

Vwv (M'tte modification apportée aux électrodes on est donc arrivé à 

iihiilNMer le rapport ^r de 2,82 à 2,07 ; mais cette dernière quantité ne peut 

i\Vk^ abaissée malgré toutes les précautions que Ton peut prendre, car nous 
aVdliN démontré qu'il se formait toujours un produit peroxyde au pôle 

|iiaiilif. 

MariM un tube en U, dont les deux branches étaient séparées par un 
Mmp^>n d^amiante pour éviter autant que possible le mélange du liquide, 
Mfl H «ffectué l'électrolyse de la dissolution de potasse. Après avoir pro- 
loilJfA l'électrolyse pendant dix-sept heures, on a pu, dans la branche où 
|.nMn|ittit l'électrode positive, avoir la réaction bleue par l'acide chromique. 

On ne peut donc pas, en variant la force électromotrice, éviter, dans Té- 
llflïtrolyiie d'une dissolution de potasse, cette action secondaire qui tend à 
Mliftiwor le volume de l'oxygène libre. 
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Dans ces expériences, on s'est servi du dispositif représenté d&ns\a /ig.\ 

Fis. I- 



Le premier vase à électrolyte est un tube en U contenant dans une des 
branches une lame de cuivre a tarée d'avance et reliée à un fil de pla- 
tine b' soudé et rasé à l'extrémité d'un tube de verre; ce fil de platine, 
contenu dans un autre vase à électrolyte, est surmonté d'un tube-éprouvctte 
pour recueillir et mesurer les gaz formés. Dans la seconde branche du tube 
en U, une lame de platine b reliée au pôle négatif de la pile; enfin, dans 
l'autre vase à électrolyte, une lame de cuivre a' de surface égale à celle 
de la lame a, reliée au pôle (+) de la pile, et prise dans une éprouvetle 
devant servir à recueillir les gaz. 

La première lame de cuivre a était pesée après chaque expérience pour 
connaître la quantité de cuivre dissoute; la seconde a' soudée au tube ne 
pouvait pas être pesée, celui-ci devant servir à recueillir les gaz dégagés 
au pôle (-(-). 

Lorsque l'on soumet dans ces circonstances une dissolution de potasse 
à l'électrolyse, le phénomène présente une succession de phases curieuses. _ 

Prenons pour type d'expérience le cas d'une dissolution formée de poids 
égaux de potasse et d'eau parcourue par un courant d'environ —^ d'ampère. 

Dès que le circuit est fermé, l'hydrogène se dégage seul; les lames de 
cuivre commencent à noircir à l'extrémité en même temps que la Uqueur 
bleue cupropotassique tombe au fond du voltamètre; l'enduit noir d'oxyde 
se propage de proche en proche sur toute ta lame. 

Au moment où la totalité de la lame de cuivre est complètement recou- 
m. — Fac. de T. h.H 
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mduit noir, naissent instantanément des bulles gazeuses qui tapis- 
surface d'une gaine donnant à l'œil l'impression d'un duvet. Le 
nent gazeux commence alors à s'eflectuer régulièrement sur la lame. 
[ instant la force contre-électromotrice de l'électrolyte s'accroU 
ment d'environ la moitié de sa valeur. Peu à peu l'enduit noir se 
jour donner la liqueur bleue cupro potassique, de sorte que bientôt 
est complètement décapée. A partir de ce moment la lame de cuivre 
■Ole d'électrode insoluble, c'est-à-dire se comporte comme la lame 
ic au pôle positif, dans le cas de deux lames insolubles, 
une expérience entreprise pour démontrer ce fait, on a placé les 
ttes sur les lames électrodes lorsque l'oxygène se dégageait déjà 
in certain temps sur la lame de cuivre bien décapée; après une 
fse ayant duré i''3o'', on a mesuré les gaz. 

Hydrogène 1 7", à 

Oxygène B",6 



' 



~ a, 04. 



retrouvons le rapport de l'hydrogène et de l'oxygène observé déjà 
:as de deux lames de platine employées comme électrodes dans l'é- 
ie des dissolutions de potasse. 

les nombres correspondant au type d'expériences que nous venons 
ire; les mesures physiques s'arrêtent tantôt au moment où l'oxy- 
jaralt, tantôt sont continuées pendant un certain temps. 

„ . . ., ( Potasse anhydre = tooo«' 
CompoMion,^po,d, j ^^ ... = ,383.- 

Densité de la liqueur 1 1 44 

Volume total. , i655" 

immencement de l'expérience la force contre-électromotrice a été 

c = -i,34. 

loment où l'oxygène se dégage sur la lame positive, c'est-à-dire, 
cas, au bout de i7"3o', on remarque un relèvement considérable 
force contre-électromotrice qui devient 



^ 
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•■ »iir déinontrcr que la quantité d'oxygène absolue est employée à former 

• »\Y(le de cuivre qui se dissout dans la liqueur potassique, la lame de 

\ r<» était soigneusement pesée avant et après l'expérience. 

I .*' ~ volume d'hydrogène, ramené à o** sous la pression de 760™°*, donne 

volume d'oxygène absorbé pour former l'oxyde de cuivre ; le poids de ce 

>lume d'oxygène doit correspondre, proportionnellement à l'équivalent de 

1*1 élément, au poids perdu par la lame de cuivre : 



On voit qu'il n'y a, sur la perte de poids trouvée et la perte de poids théo- 
rique du cuivre pour former de l'oxyde, qu'une différence très petite et(jue, 
par conséquent, les actions secondaires, avant le départ de l'oxygène, se 
résument à la formation d'oxyde de cuivre qui se dissout pour former hi li- 
cjucur cupropotassiqu(î. 

Voici les résultats d'une autre série de mesures effectuées sur la li([ueur 
précédente étendue de son volume d'eau : 

^ .. j , ,. ( Potasse anhydre = loocK*^ 

Composition de la liqueur ....{_, '^ ^ « 

^ ^ ( Eau = 303;?% 8 

Volume total 33o9 , 7 

Nous inscrirons dans le Tableau suivant la valeur des forces cunlre- 
électromotrices mesurées plusieurs fois avant le départ de l'oxygènt» : 

Au moment de la fermeture du circuit e — — i ,192 

Après a minutes ez=— i, 727 

» 10 » C3Z — 1,744 

» 16 » 6' = — 1,710 

») 23 » é? = — 1 , 70.5 

Départ de V oxygène » 3 1 » e r= — 2 ,565 

A part la première mesure, qui donne un nombre inférieur aux sui- 
vants (*), on voit que, au bout d'un temps très court, la constance de la 



(*) La force conirc-clectromotricc s*accroît rapidement pendant les premières seron<les 
de la fermeture du circuit, pour devenir bientôt constante. Le nombre trouvé au moment 
de la fermeture dépend donc de l'instant précis auquel la lecture a été faite. 



r 



II 



Perte de poids de la lame de cuivre o»%ol9o 

Hydrogène i7"',34 

Volume de Tox^gène absorbé 8*^,67 || 

Poids de cet oxygène o»%oi24 

correspondant à un poids de cuivre o<5%o488 



II 



If 



■Jf-' 
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■électromolricc s'établit jusqu'au moment du départ de Toxy- 

lame-cuivre où l'on remarque !e relèvement rapide de celle 

élcctromotricc. 

X autres données expérimentales établissant la formation 

uivre seul, elles sont très concordantes : 

rte de poids de la lame cuivre oi", oa84 

lume de l'hydrogène lo", aS 

Ids de l'hydrogène o»',oo73 

correspondant à un poids de cuivre o<',oa87 

ue l'oxygène a commencé à se dégager, la force contre-élcctro- 
ainticnt ce qu'elle est devenue après le relèvement remarqué. 
is une expérience analogue à la précédente, et avec la même 
trouvé : 



icnl de la fermeture du circuil.. 
Après oi'ii™ 



Kirt de l'oxygène 



a. 58., 
3.3o. 



6.9 



398 



lame est complètement décapée et que l'oxygène se dégage- 
it à sa surface, si l'on vient à ouvrir le circuit, les bulles d'oxy- 
ent à se détacher pendant quelques instants. Si l'on ferme de 
rcuit avant que loul le gaz ait quitté la lame, l'élcctrolyse con- 
; auparavant, la force électromotrice de polarisation seuKî 
ur quelques instants une valeur plus faible, 
m a tardé pendant quinze secondes environ à refermer le cîr— 
lire jusqu'au moment où la surface du cuivre paraît complète- 
vue de bulles gazeuses, la lame se met à noircir de nouveau et 
; repasse par les phases que nous venons de décrire, 
ionc que rinsolubilité de l'électrode de cuivre soit liée à 1» 
miles gazeuses à la surface de cette électrode. 

varier les conditions de l'expérience, on constate que l'allun? 
'électrolyse dépend de la densité du courant, de l'intensité 
t du degré de concentration de la liqueur potassique. 
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I** Pour un même courant et une même liqueur, on a fait varier la sur- 
face de la lame de cuwre. On mettait, à cet effet, dans le même circuit 
d'une pile plusieurs voltamètres contenant chacun une lame de cuivre; la 
première de surface i , la deuxième ^, la troisième \. Le circuit fermé, ces 
lames ont noirci par la base, comme dans les expériences que nous venons 
de décrire; l'enduit a envahi la totalité des lames, et enfin l'oxygène s'est 
dégagé 



u • 



Sur la lame de surface { au bout de 6.18 
» j » i3. 2 

» I » 26.22 

On peut prévoir d'après ces nombres que, si les lames eussent été cou- 
pées avec précision aux dimensions données, on eût trouvé des temps sen- 
siblement proportionnels aux surfaces de ces lames. 

2® Pour une même liqueur et une même lame, le dégagement de l'oxy- 
gène a lieu d'autant plus vite et le poids de cuivre oxydé est d'autant 
moindre que le courant est plus intense y comme l'indique le Tableau sui- 
vant : 

Hydrogène dégage 
Durée jusqu'au départ avant le départ 

Intensité du courant. de Tozygène. de l'oxygène. 

b m s ce 

23 1.10.4^ 1^}6 

41 0.12.0 5,8 

60 o. 6.3o 3,9 

65 o. i.i5 1,0 

72 0.0.45 » 

• 73 o. 0.35 M 

29 1 ( temps inappréciable ) » 

On voit que, pour les courants forts, la première phase de l'expérience se 
réduit à un temps très court; pour des courants faibles, c'est la deuxième 
phase qui tend à disparaître. 

Ainsi, quand on emploie une pile de 2 éléments Daniell, l'électrolysc 
commence et la force électromotrice de polarisation prend bientôt une 
valeur de i^®*^,6; ce n'est qu'au bout de sept heures que la lame est complè- 
tement noircie. 

A ce moment il se forme des bulles d'oxygène à la surface, mais la force 
électromotrice de polarisation s'élevant alors brusquement à la valeur do 
^▼oits^ 2 fait équilibre à la force électromotrice de la pile et il ne s'échappe 
aucun gaz de l'électrode positive; l'électrolysc se maintient indéfiniment 
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force contre-électromotricc s'établit jusqu'au monif' 
gène sur la lame-cuivre où l'on remarque le reli 
force contre-élcctromolrice. 

Quant aux autres données expérimentales i 
d'oxyde de cuivre seul, elles sont très concordanl< 

Perte de poids de la lame cuivre 

Volume (le l'hydrogène 

Poids de l'hydrogène 

correspondant à un poids de cuivre. . 

2;ène a commencé à se (h 
ce qu'elle est devenue . 
xpérience analogue à 1. 



de la fermeture du cirf 
Après o''ii"'. 



0.33 . 
0.53, 



icompiètemeni 
rface, si l'on vi^ 
détacher pendi' 
int que tout le 
vant, la fon 
ues instants 
c pendant (| 
u'au morne 
iilles gazeii 
par les pi 
: rinsolu' 
leuses à ' 
:s condi 
yse déj 
ré de 



-lammenl dans 

lions; elles prc- 

lids d'eau sextuple 
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FORMES BILINÉAIRES, 



PAR M. E. COSSERAT. 



MM. Jordan (*) et Kroncckcr ont considéré, en se bornant à l'étude du 
cas le plus général, le problème suivant : 

Étant donné un polynôme bilinéaire 

V — 2^ap^a7P (« = !, 2, . .., /l, (3 = 1, 2, . . ., /i), 

le ramener à une forme canonique simple par des substitutions ortho- 
gonales opérées y les unes sur les variables x^^ X2j - - -f x„y les autres sur 
les variables /n JK2 ? • • • 5 //i- 

M. Sylvester (^) a repris tout récemment l'étude de la môme question. 

Nous nous proposons actuellement d'établir quelques-unes des proposi- 
tions que nous n'avons fait qu'indiquer dans un travail antérieur publié 
au tome III de ce Recueil. 

Rappelons tout d'abord le résultat obtenu par M. Jordan. 

Considérons l'équation 



D = 
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C) C.Jordan, Mémoire sur les formes bilinéaires {Journal de Liouville, a* série, 
t. XIX, p. 35-54). 

(') Stlvester, Sur la réduction biorthogonale d'une forme linéo-linéaire à sa forme 
canonique {Comptes rendus, t. CVIII, p. 65 1). 
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q^» n».» conlifiU quedcs puissances paires de X Cl dont les coefficicnls restent 
ï»Vurinbios, quelque substitution orthogonale que l'on opère sur les x ou 
*«»' l*?s^. Supposons quetoutes les racines soient distinctes et désignons-les 
pi»r 

X,. ->f, X„ -).„ ..., ).,. ->„. 
'-es équations suivantes 






(a> 



(V) 



= ).,• 






résolues par rapport aux x et aux y^ donnent pour les valeurs correspon- 
dantes de X,, j;.,, . . ., a:„,y,,yj, ■■■,}'„ (}^ signe étant choisi ù volonté) 

j-, = ±c,p. . .x„— ± c„p, _y, = ±:(/,p . , .K^ — ±rf,p. 

Si Ton considère la substitution 

Sp= c,pj^, -1- c,pj-,-h. . .-t-c,px„ r,p=rf|p V, -I-. . .-t-</y,p,v^. 

on opère la réduction à la forme canonique 

P^>i;.t), -+-... + )--,?,«,. 

Le résultat de M. Jordan peut être présenté sous une forme qui en rend 
1.» démonstration presque intuitive et qui facilite l'élude du cas où l'équa- 
ti.*n D = o a des racines multiples. 

Ri^mplaçons dans les équations ( 2) y, , _>■,, . . . , y, par leurs valeurs tirri-s 
.ii-rj <\]uations (2)', il vient 
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Considérons la forme quadratique 

V f -T-7 j = (ajiX, -4-a,,^jH-. . .-h «1,1^;;,)* -h (ai,,rjH- ««^4 H-...-f- ««iJ:*» )'-+-..• 

et proposons-nous de la réduire à une somme de carrés par le moyen d'une 
substitution orthogonale. L'équation en s relative à cette forme s'obtiendra 
manifestement en remplaçant X^ par s dans Téquation D = o, et la substi- 
tution sera 

de plus, si la forme canonique du polynôme bilinéaire P est 

la forme 2 ( )~ ) deviendra 

( -3 — j > elle de- 
viendra 

par la substitution, 

^P ~ ^ip7i -<-•••-»- dn^yn. 

Le résultat de M. Jordan peut donc s'énoncer de la façon suivante : 

Le problème de la réduction de la forme bilinéaire P = ^ (^a^^ay^ 

à la forme canonique X, ^, y], -h ... -4- X;,^;,?];, par des substitutions ortho- 
gonales opérées y les unes sur les variables x,, Xj? . . ., ^n, /^* autres sur 
les variables y ^ , . . ., J^», est identique au suivant : 

Déterminer deux substitutions orthogonales quiy appliquées respecti- 
vement aux deux formes V ( -5— j ^^21 S — ) ' '^^ réduisent à des 
sommes de carrés. 

Sous cette forme, le résultat peut être établi immédiatement. 
En effet, nous nous proposons de déterminer deux substitutions orthogo- 
nales 

(3) Çp=Cipa:,-f-.. .4-C«pJ?«, t3p=é/ip7i-h...H-rf„p7„ 
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-*' -« ».<'tti»: S* ô*^j»:*i:iif 






V** * 



— * » on aura identiquement 



t- '^ * 



<f' 






« •- 



►•». • *.* 



i« .1 



,• 



•v-t^ i : <-rla résulte de ce que la forme du paramètre 
. ;»'>n:,f-"? -ri?»: dune fonction n'est pas altérée par une sub- 
-..1 •;: .»!,«.*- r'f.r-^- >:»• «;ur les variables. 






J.»!:" : -rr 



• « 



^ ^^ I ne dépend que de a;, , a^j, . . . , ^n? nous 

' • •:• •_•*. r. r>r 1* ^ul>$titution Çp= c,pX, -f-. . .-+- Cnpa;^ est la 

' ■"-■ V ■''«•^ r_ r*kîuilla forme quadratique 21 (t~) ^ ^^^ 

s-.r''-, a i.'^.-k-ç « u:je conclusion semblable en considéranl 

relatives aux deux formes V (-z — j 



»-L.> jt?f rri-cij.-ren* 



I.» 



.-■;i'"iu s f- I riu-'- V '^1 *^^ yi(-ï— ) sont réduites res- 
' '^ — ^ " ^ '*"• *- ''^^ ^- -•"*- ^«^«» la forme bilinéaire 1* 



« / 



"ï "M /»■ 



^1^ -t. 



1 -^'.m'-'s^it L"^ :'--r::-'/>bilinéaires particulièrement re- 
. , r.».nt:iii': i» r:«.> ^^ù Ton a, pour toutes les valeurs 
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et Ton a ridentité suivante : 

A|| — X Au A 13 



An 
Aj/j 



A/ii 



A/ii A/ij ... A/i/i i2? 



ail — -c 



11 



a 



\\ 



Cl\n 



a 



II 



ûf„ — ^ 



a 



in 



a 



m 



a 



lit 



Cl lin X 



X 



aii-\- X 



a 



21 



a 



11 



a 



22 



X 



^n\ 



«l/i 



a 



in 



a 



nn 



X 



Le second membre de cette identité est le carré d'un polynôme entier 
en X. Or, si dans le premier membre on remplace x^ par — X^ et si Ton 
égale à zéro le résultat, on a Téquation D = o considérée au début. Donc, 
dans le cas particulier que nous considérons, le premier membre de cette* 
équation est un carré parfait, et Ton peut énoncer la proposition suivante : 

Le premier membre de V équation en s relative à la forme bilinéaire 

-^^ihPik^ considérée comme forme quadratique des in variables 

x^^ . . ., x„j yn . . "f y„j f'st un Carré parfait. Cette équation ne contient 
que des puissances paires de la variable, et l'équation transformée en 

— s^ est l'équation en s relative à la forme quadratique \(;^ ) ^'^'^ 
n variables a;, , , , ,^ x^. 

Les formes quadratiques y!(;ï— ) <3t 2 (/)"") deviennent identiques si 

l'on remplace Xi et j^^ par une même lettre :?/. Le problème proposé revient 
donc à la réduction d'une seule forme quadratique à une somme de carrés 
par le moyen d'une substitution orthogonale. 

De plus y on conçoit la possibilité d'opérer sur les x et sur les y la même 
substitution^ en sorte que le polynôme bilinéaire - "V dikPih conserve 
la même forme et devienne -^^^^ik^Sik- 

Plaçons-nous à ce dernier point de vue et, afin d'étudier de plus prés la 
question, cherchons à lui appliquer les principes utilisés par M. Jordan 
dans le cas général. 

Nous nous bornerons a considérer le cas où /^ = 5 ; le cas où /i = 4 sera 



M.G 
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également traité ; car, si n est impair, Téquation en s relative à la forme 

(|uadratique ^X-rr] admet la racine simple 5 = 0; on peut, par suite, 

ramener immédiatement ce cas à celui où n est pair. Les résultats que nous 
obtiendrons pourront facilement se généraliser. Ajoutons que, dans le cas 
(jue nous considérons, où /i = 5, ils ont une interprétation géométrique in- 
téressante dcins la théorie des systèmes linéaires de cercles, qui, inverse- 
ment, permet de les établir géométriquement. 
Soit donc 

I^=2«a^^a7p (a -- î, 2, 3, 4, 5, (3 = 1, 2, 3, 4, 5), 

avec 

La réduction de P à une forme plus simple dépend de la solution du pro- 
blème suivant : 

Trouver les maxima et niinirna de P, lorsque les variables x et y 
restent assujetties aux relations 

Les valeurs des variables correspondant au maximum (ou au minimum ) 
sont données par le système 



(l) ./•,- -hot'^ -h. . .-hx: = 



^i = I, 



(0' r? -H jî +...-+-/* = I, 



^lîjt 



(•>.) : ^'--^'^ 



«laVa-H^uV^-t-rtisVs 

«2373+ «nj* -H «25^0 






. — r.u. j, 



l «ôlJl-HÛTôî/l 



(2/ 



rtjiOT, 



-l-«îî-r3-H«uX4 









«53r3+«3i.>\ 



= 1 



X 



57 



»^51 •^lH~«5î"^J~+"«53«^3~^~«j;'^4 



= / l'i. 



Le maximum est égal à X, inconnue déterminée par l'équation 



D = 
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L'équation D = o a ses coefficients invariables pour toute substitution 
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orthogonale effectuée sur Tune ou Tautre des deux séries de lettres .r,, 
.r-j, -"j J^i^iyny2j • • M>^5- Elle est identique à Téquation en s relative à la 
forme bilinéaire considérée comme forme quadratique des dix variables ./•,, 

Soient a, p, y» ^? ^ l^*s cinq premiers nombres écrits dans Tordre de per- 
mutation naturelle 1,2, 3, 4? ^ ^ partir de Tun d'eux que nous appellerons a, 
et posons 

L'équation D = o s'écrit 

Soit X, une racine de Téquation A* — IX--f- J =0. Les équations (2) 
et (2)' feront connaître en général les rapports des quantités correspon- 
dantes x^^ ...j x^^y^^ ...^y^. On achèvera de les déterminer, au signe près, 
en employant Tune ou l'autre des équations (i), (1)'. [On remarquera que 
Ton a 

en vertu de (2), (2)']. 

Considérons donc un système de solutions 

JTi^zaij, j:*|=asi, •••» ^^s^^^^si» ^'i=^u^ J'i^^^^ii» •••' ,>*5^=^^5j« 



I 



A la racine —X,, de 1) = o, correspond manifestement le système de 
solutions suivant : 

On a 



^51*11-+- ^3Î«SÏ-+- «58«3jH" <^6*a4S-H ^l^SP 

Multiplions les deux membres de ces relations respectivement par a, a, . . . , 
a.j, et ajoutons; il vient 

>i(«iiau-l----)==o, 
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(•'<»sl-à-dirc, puisque X< n'est pas nul, 

(]ela posé, a<,, ..., aj,, a, 2, ..., a^,, satisfaisant aux équations (i), (1/, 
on sait que Ton pourra déterminer deux substitutions orthogonales do la 
forme 

;i= «11^1-+- «ji-^î-H «ai-^^s-l- a»i^* -H ««i-^^s» 
4,= a„j:,-4- -f-asjJ^j, 

Çv=lAu^, +- -f-Ag4a-5, 

43 = Ai5j:,h- H-AjjX,, 

TOi= «ll/l-^ «îl/î-H «Jl/îH- 5C4,j4 -f- «51/5» 

TO j — a„7, -h + «sîjs. 

^i3 = Al, Vi -+- -4- A„y„ 

T0* = » 

^^5= 

A,:,, . . ., A53 étant des coefficients convenablement choisis. 
Sul)sti tuant dans l'expression des nouvelles variables les valeurs 

on voit (jue 1^ sera maximum pour 



Or, soit 2]cl,apEaY;p ce que devient P rapporté à ces nouvelles variables; 
on aura, pour déterminer les valeurs de ces variables correspondant au 
maximum, les relations 



çj -H . . . -h ij = r , y, J 4. . . . 4- y)« =z I , 

• V» 1 2 Ti j -}- . . . tzr A I ^ 1 , " ''' ! l ^2 "^ • * • ~" ^'1^1» 
» > 



analoj^ues à (i), (i)', (2), (2)'. Et, pour qu'elles soient satisfaites pour 
l^ = r^.^= i et ^2 = ^s =• • •= ^iô = ^5 îl faudra que Ton ait 

î.bjjrzzAi, ',\o|3:^ -!i!.j4=z fiAoïsz::^ o : 
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donc P se réduira à la forme 

1\ étant indépendant de Ç,, $2, y]i, rjo et de même forme que P. 
Opérant sur P, comme sur P, on pourra le mettre sous la forme 

Pj, ne dépendant pas de ^,, Ç^, Ç3, Ç4, y),, yja, Yja? ^l^ est nul; donc on est 
parvenu à mettre P sous la forme canonique 

Les coefficients de Téquation D = o sont invariables pour toute substi- 
tution orthogonale effectuée sur l'une ou l'autre des deux séries de lettres 
.r,, . . ., .r.,^^, . . .,^5. Or cette équation devient 



— o, 



X o o o o o }., o o o 

o A • • • ^"^ Aj o • • • 

• « • • • •••• ■ • * • 

c'est-à-dire 

[>.(X«-Xî)a«-x;)?=o. 

On peut donc calculer a priori les coefficients de la forme canonique en 
résolvant l'équation caractéristique D = o. 

On peut également, lorsque l'équation \]15 = o a ses racines inégales, 
calculer a priori les coefficients d'une des substitutions 

Çl = Cii^l 4- . . . -+- t»5t«^5, YJi 1= tiii^Vi -h ... -h C51 1*5, 
Sî^^^ '^IJ*^1 ^~' • • ^~ ^52-^5» » 



(3) 

que Ton doit employer pour opérer la réduction à la forme canonique. 

Considérons la racine X,. On aura, pour déterminer les valeurs corres- 
pondantes de $1, ^2, ..., $5, Y],, Y]2, ..., Y)5 qui donnent le maximum, les 
relations 

XiY32=:X,$i, Xi5î = — >.it),, 

— AlYîl=AlÇi, — XiÇi-^ — XiTTij, 

AjTQ^m Aj^j, AjÇv = — /'lYîs, 

— AjYja^^AiÇ^, — AjÇj = — AiYîv, 

o = Xi$i, = — X,y)5, 

m. - Fac. de T. M. 2 
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c'esl-à-diro 

Ç3= 4i= ?5— T03= TOk= ^05= O. 

Los équations (3), résolues par rapport aux x et aux/, donneronl les 
valeurs correspondantes de x, , . . ., .rj, y, , . . ., J^.-,, à savoir : 

I ; ^ :" 

avec 

Si ^^ Sî — » • 

Or revenons aux équations (i), (i)', (2), (2)'. Si les équations linéaires 
(2), (2)' admettent comme système de solutions 

(»lles admettent aussi 
(»t, par suite, 

Donc le système des équations (i), (i)', (2), (2)' admet 

en supposant la relation 

Si "1- <;2 — »• 

On voit que, si Ton a un système de solutions de (2), (2)' 

^11» • • •« ^5!» ^U> • • •« ^Sï> 

on a la solution f^euci'ale des (i) par ces dernières formules (5); cola 
résulte de la considération des formules (4), (|ui donnent la solution fj^éiié- 
ral(». 
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La comparaison des formules (4) cl (5) montre de plus qu'on a, pour 
C,|, . . ., le système le plus général de solutions par 



^11 — «»i ^11 "^ ÇîOCjj, 



(iit — — «»i3£n -+- >9i 3Cii, 



avec 



Cî + Cî^i. 



Répétant le raisonnement pour Xj, on aura de même la forme générale 

Arrivons à C,5, G25, C35, C^-, C55. 
Les équations (1) sont vérifiées par 



et 



Xi — an, 



ri=«it: 



.^5 3C5, 



,^'5—^ ^3Î' 



Le déterminant des coefficients des y étant nul, onol)tient, en multipliant 
par les mineurs du premier ordre, ou par û,, . . ., 11.,, 



donc 



i2i (:,!-+-. . .4- £25 €51=0, 



Par suite, 



^-•13 — ~7^ l-i» '^ts — ",- -2j» 

V J v J 



i\ - - 

^'55 — ,- "5- 

vJ 



Ces dernières formules peuvent être écrites immédiatement : si Ton se 

reporte à la forme quadratique \ ( -p- j > ces coefficients correspondcMil à 

la racine 5 = o de Téquation en s. 

Remarquons que, si Ton effectue une substitution ortliogonali», lelle ([ue 
Ton ait 



la forme bilinéaire devient 



' V 1 (i'> 



et Ton a 



-Aa,. .1^25 =^>35 û<lov5 *-^* 
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Remarquons enfin que, dans le cas où J = o, le problème est impossible. 
Le problème {général de M. Jordan est lui-même impossible dans ce cas. 

i-r-r) ^ iiï^c somme de 

carrés par l'emploi d'une substitution orthogonale; car, si Ton considère la 
racine s = o de Téquation en s, les coefficients de la substitution qui lui 
correspondent sont proportionnels à û,, ...,Û5, et Ton a par hypothèse 

Il reste, pour compléter ce qui précède, à indiquer le mode de formation 
des é({uâtions en X pour les différentes valeurs de n. Le premier memhr*' 
de Tune quelconque de ces écjuations est un carré parfait; dans l'équation 
obtenue en annulant la racine carrée, on posera X = /<s; les coefficients de 
l'équation obtenue s'expriment élégamment, ainsi qu'il est aisé de le voir, 
à l'aide des déterminants gauches symétriques de M. Cayley. 
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LES SYSTÈMES DE COURBES 

QUI DIVISENT HOMOGR.iPllIQUEMENT 

LES GÉNÉRATRICES DXNE SURFACE RÉGLÉE; 

PAR M. CH. BIOCHE. 



INTRODUCTION. 

On sait que la condition nécessaire et suffisante pour qu'un système de 
courbes divise hoinograpliiquement les génératrices d'une surface réglée 
est que ce système vérifie une équation de Riccati, comme cela a lieu, par 
exemple, pour les lignes asymptoliques des surfaces gauches. Si Ton dé- 
termine un point sur la surface considérée : i" par la longueur /• du seg- 
ment compté sur la génératrice qui passe par ce point, à partir d'une 
courbe directrice; 2" par Tare s de cette courbe qui a pour extrémité h» 
point où elle est rencontix^e par la génératrice en question, une équation de 
Riccati comme celles dont il s'agit peut s'écrire 

^' = A/--hRrH-C, 
as 

A, B, C étant des fonctions quelconques de s. Si A = o, la division des 
génératrices se fait en segments proportionnels; si A = o, B = o, les seg- 
ments sont égaux. Si A ^o, les segments n'étant ni égaux ni propor- 
tionnels, je dirai que la division est du type f^éneral. 

Les fonctions A, B, C étant quelcon([ues, on peut former une infinité de 
systèmes qui divisent homographiquement les génératrices; pour abréger, 
j'appellerai de pareils systèmes de courbes systèmes homof^raphiques. l^lr 
suite, on peut se proposer de déterminer et d'étudier ceux des systèmes de 
cette nature qui sont assujettis à des conditions particulières; c'est ce (jui 

lit. — Fac, de T. N. l 
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fail le suj«H de ce Mémoire. Les surfaces gauches ofirenl, comme on le 
verra, un champ d'études bien plus important que les surfaces dévelop- 
[)ahles, (juoi([uc celles-ci présentent parfois quelque intérêt. 

Voici maintenant quehjues indications sur le contenu de ce Mémoire : 

Dans la première Partie, je résume les fornmles et théorèmes généraux 
utiles pour Tétude ([ue je me propose. Je puis ainsi préciser les notations 
(h)nt je me sers et abréger les démonstrations qui figurent dans les Parties 
suivantes, en supprimant dans ces démonstrations les détails qui ne se 
l'apportent pas unicpiement aux théorèmes à démontrer. Il est difficile 
(raflirmer la nouv(»auté de certains résultats; mais, sauf ceux qui sontabso- 
lumcMit classi(pies et pour les(piels, d'ailleurs, j'ai presque toujours cité des 
noms d'auteurs, j(^ n\'ii trouvé nulle part une partie de ceux que je donne, 
et je crois que quehjues-unes d<*s formules de ce Mémoire sont (Tune 
utilité très générale* pour la théorie des surfaces réglées, en particulier pour 
Tétude des surfaces passant par une courbe donnée ou pour celle de la dé- 
formation des surfaces. 

IjCs théorèmes (*on tenus dans les deuxième , troisième et quatrième 
Parties sont pour la plupart énoncés dans une Note que M. Darboux a 
bien voulu faire insérer au Bulletin des Sciences mathématiques (dé- 
cembre 1888). Il n'est donc guère nécessaire de les résumer de nouveau. 

Je me sers constamment, pour définir les courbes à étudier, de coor- 
données à la surface; de cette façon j'ai facilement des propriétés géomé- 
tri<|ues des courbes et des surfaces sur lesquelles elles sont tracées, sans 
faire intervenir des éléments étrang(»rs comme des systèmes d'axes n'ayant 
pas de relation nécessaire avec la ligure à étudier. D'ailleurs, un grand 
nombre des propriétés que j'étudie subsistent lorsqu'on déforme les sur- 
faces, ce ((ui n'altère pas les coordonnées dont je me sers, tandis que ces 
propriétés ne subsisteraient pas dans une transformation homographique 
(pii altérerait les angles et les longueurs. 
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PREMIÈRE PARTIE. 



REPRÉSENTATION ANALYTIQUE D UNE SURFACE RÉGLÉE, 



4. Une surface réglée peut être définie comme engendrée par une droite 
qui s'appuie sur une directrice et se meut d'après une loi déterminée. 
Soient x^y^ z les coordonnées d'un point de la directrice, a, 6, c les cosinus 
des angles que la génératrice fait avec les trois axes des coordonnées, cpie 
je suppose rectangulaires, les équations d'une génératrice peuvent s'écrire» 

X — X Y — y Z— z 

X, Y, Z étant les coordonnées constantes et r un paramètre variable. Si 
J7, y, z, a, 6, c sont fonctions d'une variable indépendante, par exemple 
de l'arc s de la directrice ^ lorsque cette variable prend toutes les valeurs 
possibles, la droite engendre une surface, et toute relation entre /• et s dé- 
finit une courbe sur cette surface. 

Lorsque la directrice est une courbe, pour définir la position de la géné- 
ratrice, indépendamment des axes de coordonnées dont j'ai parlé, et qui 
n'ont en général aucune relation essentielle avec la surface, je rapporterai 
la génératrice au trièdre formé par la tangente, la normale princij)ale et la 
Innormale. J'appelle X, (jl, v les cosinus directeurs de la génératrice par 
rapport aux arêtes de ce trièdre, les directions de ces arêtes étant définies 
par rapport aux axes primitifs par les cosinus que donne le Tableau sui- 
vant : 

0\. OY. oz. 

Tangente a ^ y 

Nornifiie y.' ^' y' 



Binormale y." 



c 



Les cosinus a, ^, c sont alors donnés par les équations 

a = ).3C H- jjta'-f- vx", ^ =i /|3 -^ fjij3' -h Vj3% c -- \y -l- [ly' 4- vy". 

On a en outre, entre les différents groupes de cosinus, les relations bien 
•onnues qui existent entre les cosinus de trois directions rectangulaires. 
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2. Si Ton appelle (o et t: les courbures de la directrice, les dérivées des 
cosinus a, />, c, prises par rapport à Taxe, sont données par des expressions 
telles que 

chi ((0. \ /. du,\ , [(h \ . 

-cTs ■-= [Ts - n "^ "^ V'" ^ '"^ -^ ^ j ^ -^ U ■" ^V "^ ' 

lorsqu'on tient compte des formules classicjues de M. Frenet. Je poserai, 
pour abréger, 

(Cl . du. ^ -- d^j «. 

ds ^ ds ds ^ 

Ta's (puintités L, M, N sont liées par Tidentité 

I^'emploi des cosinus X, a, v donne souvent de la symétrie aux calculs; 
mais, pour réduire à son minimum le nombre des paramètres nécessain»s, 
je me servirai égahmient d'angl(»s et o, tels que 

X=icos(/, /JL=: sinlîcoso, v zz: sin^sino; 

est alors Tangh» de la génératrice avec la directrice et ç Tangle du plan 
osculateur à la directrice avec le plan tangent à la surface. On calcule fa- 
cilement lr\s expressions de L, M, \ au moyen de et (p. 

Si la directrice était un(; droite, j'emploierais des angles et 9, le pre- 
mier conservant la signification (ju'il a dans le cas général, le second étant 
l'angle que le plan passant par la directrice et la génératrice fait avec un 
plan fixe mené par la directrice. D'ailleurs, la plupart des calculs relatifs an 
(*as général s'applicjuent sans difficulté au cas d'une directrice rectiligne. 

^{. Je prendrai, en général, poui* directrice la U*j^ne de striction, parce» 
<|ue cette ligne est unique sur une surface gauche et (jue les formules se sini- 
])lifient ortiinairement dans ce cas. Pour une surface développable, la di- 
rectrice sei'a Taréle de rebroussem<*nt ; les génératrices sont tangentes à celte 
courbe, donc = o. 

T^a condition [)()ur qu<; la directrice d'une surface gauche soit ligne d<» 
striction s'obtient en écrivant (jue le [)lan tangent au point situé sur la di- 
vi'cXvxcQ (point central) i^^V perpendiculaire au plan tangent à l'inlini. (.)n 
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trouve ainsi, comme condition nécessaire et suffisante, = const. si la direc- 
Iricc est rectiligne, et 

Lr= — siny ( ^-; 4- w cosp ) — o 

si la directrice est une courbe. On déduit de cette dernière relation des théo- 
rèmes importants : Si la ligne de striction coupe la génératrice sous un 
angle constant^ elle est ligne géodésique^ et réciproquement ; et, de ])lus, 
Si une ligne géodésique coupe les génératrices sous un angle constant, 
rite est ligne de striction^ tlièorémes dus à M. O. Bonnet. 

Paramètre de distribution. 

4. Si Ton appelle 'j* Tangle ({u'un i)lan tanj^ent à une surface {gauchi* fail 
avec la plan central^ on a, r étant la distance du point de contact au point 
rentrai, 

K est une fonction de s seulement, c'est le paramètre de distribution des 
plans tangents. Cette (piantité est la limite du (juotient de Tangle de deux 
génératrices infiniment voisines par leur plus courte distance. On a donc. 
/'/* supposant que la directrice soit ligne de striction, 

da} -f- db "^ 4- de'- _ L^ 4-AP f N^ 

si Ton remarque que L = o et ([ue Ton a idenlicjuement 

(M- -h NM (//^ -h v^) = (Mfx -\- Nv)* 4- (Mv - \/jl)^ 

la première parenthèse étant nulle en vertu (rum* idenlilé donné** |)lus 
haut, on obtient facilemenl 

,, M N do . r . 

K == — — =r. r- -h col •> sm o 

les signes étant pris dans Tevlractinn des racines d(» fa(;on cjuc», pour niir 
surface de binormales, on trouv<» K = t:. 

On déduit des formules précédentes les e\[)ressions d(» M et dr \ aii 
moyen de K, de sorte cpie Ton obtient les expressions suivantes, uliles 
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pour l)(*aucon|) dr calculs, 

y 

-j-, ■ lv(a'v— a^fx) = Ksin^((x'sin9 — «"0089), 

^- -. K(.3'v-;3V)^KsinO(?'sin9-(3''cos9), 

- K(y'v — y''|jL) = K sinQ(y' 51119 — y'coS9); 

si la lipic <l<» slriclion est une droite, on a, en prenant cette droite pour 
axe des j, 

tt — sinO'cos9, b ■— sin^sin9, cnz cos^; 
élaiil conslanl, on en déduit 



d'où 



a,ç' ^/.v' a.v- a.v' 






H.ri)rrssioii dr Vdvc. (V une courbe tracée sur une surface rêfi^lêr. 

T). Si l'on <liirérenlie les coordonnées \, Y, Z des points d'une courlie 
Iracéc sur unr surfac(» réglée, on obtient d(*s expressions de la forme 

^/\ da dr 

-.- = a -h /• - . - H- ^/ -p , 
(IS (ts <(s 

de sorte (jue si Ton appelle 2 Tare de la courbe considérée, on a 

fil' dr- dr 

-I . " y * -î- ''--r cosO-i- (L*4- M--+- NM/-*-+- 2L/--I- 1; 
ils- tts^ (fs 

celle ex|)ression p<'ut s'écrire sous uikî forme particulière qui conduit à des 

dr 
résultais intéressants. Kn {groupant dans un carré les lermes en y » on a 

dl' {dr \=* 

~ --( -^ -f-cosO) 4-(L--f-MM-\*)/-*H-iiL/--hsin*(;. 

ils- \fiS J 

Si la direclric(» (»st li^ne de striction, cl seulemenl dans ce cas, le terme en /• 
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dr 

disparaît du trinôme indépendant de -t;> qui devient alors 
Or, ce trinôme pouvant toujours s'écrire 

on voit que l'équation de la ligne de striction, lorsque la direct ricc esl 
((uelconque, est de la forme 






Kn outre, lorsque la direclrice est ligne de striction, le quolienl du coef- 
ficient de r^ par le terme indépendant est égal à K'-; d<* sorte (|u'on a, 
comme expression générale de ce paramètre, 



et si Ton tient compte de l'identité 

L). -h M/x 4-Nv — o, 
cette expression se réduit à 

Par iîxemple, pour une surface formée par les normaI(*s principales (ruiic 
courbe, on a, en prenîint cette courbe pour directricr, 

/• r- , 

W* H- -* 

. . ^)' -I- 7:* 
IV ^i: 

7: 

Si la directrice est une droite, on trouve sans difliculté jjour Téquation 
de la ligne de striction 

. .dO 
as 

c/.î* fis- 



\.« 
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l pour l'expression du pciraniètre de dislribulion 



K = ± 





do 
ds 


sin'(/ 




do' 
ds^ 


sin 


'0-h 


dO' 
ds*' 



(). Les formules générales, relatives au eas où la directrice est une 
courl)e, sont applicables à riiypothése où la surface réglée deviendrait dé- 
veloppahle, il suffit de fiiire K infini; la condition que Ton obtient alors Psl 



siii^Of;: -+- ri) col Ç sin 9 ^ J = o, 



et la distance d'un point de la directrice au point correspondant de rareté 
d(* rebronssenient est donnée ])ar 



/•=: 



sin(? 



dO 

-. h «coso 

ds ^ 



(](*s formules donnent très simplement toute la théorie des surfaces dé- 
vdoppables qui j)assent par une courbe donnée. 

7. L'expression de d^ |)rend une forme particulién» qui sera utile lors- 
([uV)n y introduit langh» /de la courbe avec les généralric(*s. Si Ton prend 
pour directrice la ligne de striction, Tangle / est donné par 



iang*/ = 



sin»^(i-i-K*/-«) 



/(ir 
XJfs 



iiosO 



) 



i y 



m peut <lonc écrire 



dl' siii*0 

-- - = (i + R» r-) sin«(/(i -r- col*/) = ^^^ ( i -h K'r»), 



«M, comme on sait que 



on a finalement 



K/— tang^};, 

dl _ sinO 
fis sin/cos'l» 
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Lignes asympto tiques. 

8. Les lignes asymptotiques jouent un rôle important dans diverses 
questions relatives aux systèmes de courbes homographiques, dont elles 
offrent d'ailleurs un premier exemple. Je vais donc chercher l'équation de 
ces lignes et les expressions des coefficients de cette équation au moyen des 
quantités qui servent à déterminer complètement une surface gauche. 

Les lignes asymptotiques ayant pour propriété essentielle d'avoir en 
chaque point leur plan osculateur tangent à la surface sur laquelle elles 
sont tracées, pour avoir leur équation, il suffit d'écrire que le plan oscula- 
teur à une ligne contient la génératrice. Le plan osculateur en un point X, 
Y, Z étant, lorsque les coordonnées courantes sont Ç, yj, JI, 



?-x 


n-Y 


ç-z 


rfX 


rfY 


(tl 


ds 


ds 


ds 


cP\ 


d*Y 


d*Z 


ds* 


ds* 


ds* 



= 0, 



l'équation des lignes asymptotiques peut s'écrire 



a 



OL 



da 
ds 



db 
ds 



(ÙX 



d^a dr da ^, 



ds' 



ds ds 



r 



(P_b 
ds' 



dr db 



elle est de la forme 



de 
ds 



*-^''diTs ''f'^'' 



d*e 
d? 



dr de 
ds ds 



= o; 



2A0-1- -hA,/*' + A,/--+- Ajr= O. 



9. Le coefficient de r' étant toujours 



A,= 



a 



da 
ds 


db 
ds 


de 
ds 


d}a 


d^b 


d^e 



ds^ ds^ ds^ 



Téquation A, = o est la condition nécessaire et suffisante pour que a, 6, c 
soient liés par une équation linéaire, autrement dit pour que la surface soit 
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et pour l'expression du j);i 



6. Les formules l 
courbe, sont appli( ;il 
veloppable, il suflil « 



et la distance (Kl 
de rebrousseuiri 



Ces foriiii 
veloppal)l<'> 

7. L'e\| 
qu'on y in 
jxiiur dii'C' 



on peut 



cl, cou 



on a li 
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La considération de ces fonctions K, 0, û donne facilement des théo- 
rèmes sur la déformation des surfaces. J'aurai à me servir des suivants : 

Parmi toutes les surfaces gauches applicables les unes sur les autres, 
il y en a une à plan directeur (Bour). C'est celle pour laquelle la fonc- 
tion (2 est donnée par 

12= Ksin0cos9. 

Je montrerai tout à l'heure comment, connaissant K et 0, on peut avoir 
son équation en coordonnées cartésiennes. 

On peut toujours déformer une surface de façon que la ligne de 
striction devienne ligne de courbure, si cette ligne n^ est pas trajectoire 
orthogonale des génératrices. En effet, l'équation des lignes de courbure, 
qui peut s'obtenir dès à présent en considérant ces lignes comme bissec- 
trices des angles des asymptotiques et des génératrices, peut s'écrire 

Ksinô^ + rK*(12-Ksin0cos0)r«H- ^sinôr + ftl^' 

-f-(i -+-K'/*) (ÛCOS0 — Ksin0) H-cosôsinô -j-r=zo; 

la condition pour que la ligne de striction soit ligne de courbure est 

£2cos9 — KsinOmo. 

Cette équation détermine û toutes les fois que ^ 90®. Si est con- 
stant, la ligne de striction étant géodésique, si elle devient ligne de cour- 
bure, elle sera plane. 

On pourrait de même établir plusieurs autres théorèmes; je me borne à 
ceux qui me seront utiles par la suite. 

12. Si l'on déforme une surface développable, l'arête de rebroussement 
reste toujours arête de rebroussement, et sa courbure, étant égale à sa cour- 
bure géodésique, n'est pas changée, de sorte que toutes les surfaces pour 
lesquelles la courbure de l'arête de rebroussement est une fonction donnée 
de l'arc sont applicables les unes sur les autres. Et, lorsqu'on applique ces 
surfaces sur un plan, les génératrices deviennent tangentes à une courbe 
dont la courbure est toujours donnée par la fonction considérée. 
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Hep fomentation analytique d'une sur/ace à plan directeur. 

' -!. Une surface à plan directeur peut se représenter par les équations 

y cosa — a; siaa = P{ai), s = <f{a). 

I.ii première donne la projection de la génératrice sur le plan directeur; 
■Mvcloppe de celte projection est la projection de la ligne de striction. Le 
iiauiètre de distribution est donné par 

liue surface à plan directeur est déterminée lorsqu'on donne la projcc- 
I ion de la ligne de striction sur le plan directeur et le paramètre de distri- 
l)ulion. Si la projection de la ligne de striction a pour équation tangcn- 

tiello 

/(«.-, «.) = «, 

la surface à plan directeur est donnée par 

/( — sinot, cos«, ^sina — ycosût) = 0, s^<f{oc). 

La dépendance entre la projection de la ligne de striction, le paramètre 
de distribution et la surface peut s'exprimer sous une forme plus géomé- 
trique. La tangente à la ligne de striction fait avec la génératrice et, par 
suite, avec le plan directeur un angle 6; on a 



s/[F(«)+f(«)J'-.-:p'>(«) \/[F(«) + F'(«)]'+t"(«) 

Or, le rayon de courbure de la projection de la ligne de striction étant 

R = -[F(«)+F'(«)], 
on obtient la relation 

KR^col9; 

de sorte que, si K et â sont donnés en fonction de s, on peut obtenir la 
projection de la ligne de striction de la surface à plan directeur qui cor- 
respond à ce système de fonctions K et 9, cette projection étant déterminée 
par son rayon de courbure. J'aurai bientôt occasion de me servir de celle 
remarque. 
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DEUXIÈME PARTIE. 

SYSTÈMES HOMOGRAPHIQUES COMPOSÉS DE TRAJECTOIRES, 



Cas où les trajectoires coupent les génératrices sous un même angle. 

i . L'angle i qu'une courbe tracée sur une surface gauche fait avec une 

génératrice est donné par 

, ,. sJn«9(n-K»/«) 



(s+<^"^^y 



Si -7- est une fonction entière du second degré en r, tang* i s'exprime par 

une frajction dont le dénominateur est un carré parfait et dont le numéra- 
teur est toujours une somme de deux carrés; car sin 6 et K sont différents 
de zéro pour les génératrices non singulières; par suite, le numérateur ne 
sera jamais divisible par le dénominateur, et tang^i ne peut avoir une va- 
leur indépendante de r que si l'un des termes est identiquement nul. 
(^omme cela ne peut avoir lieu, d'après ce que je viens de dire, pour le nu- 
mérateur, l'angle i ne peut être constant que si l'on a toujours 

-r -l-cos9 = o, 
as 

c'est-à-dire s'il est droit. Donc les trajectoires orthogonales sont les seules 
lignes qui, coupant, toutes sous un même angte^ les génératrices d'une 
surface gauche, déterminent sur ces génératrices des divisions homogra- 
phiques. 

2. Pour les surfaces développables, l'angle d'une courbe avec les géné- 
ratrices étant donné par 



tange = ^ 



ds 



on voit que les trajectoires sous un angle constant divisent toujours les gé- 
nératrices en segments proportionnels. Ceci s'applique aux trajectoires des 
tangentes à une courbe plane. 
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Cas OÙ l'angle varie d'une trajectoire à Vautre. 

3. Mise en équation du problème. — On peut obtenir des systèmes de 
trajectoires pour lesquels Tangle constant pour chaque courbe varierait 
de l'une à l'autre. Les parallèles d'un hyperboloïde de révolution en 
donnent un exemple. 

Pour obtenir ces systèmes, il suffit d'écrire que 

lorsqu'on y remplace j- par une fonction entière du second degré en r. En 

écrivant que l'équation ainsi fournie est vérifiée, quel que soit r, on a les 
équations de condition du problème. 

Pour simplifier les calculs, je supposerai que l'équation de Riccati, qui 
définit le système homographique considéré, est prise sous la forme 

^ +cos0=:(Ar«-f-Br-f-C)sin0, 

ce qui est évidemment possible ; on a alors 

L'équation résultant de l'élimination de ^ , entre l'équation de Riccati 
précédente et l'équation ^(tang^t) = o, est du cinquième degré en r. Le 

coefficient de H est A^K^sinO; on en conclut que A=o. Si l'on tient 
compte de ce résultat, on voit que le terme du quatrième degré disparaît, 
et l'on a les équations de condition suivantes en égalant à zéro les quatre 
autres coefficients 

(2) K^ -C^ -BCKsine = o, 

as as 

(3) ^-+-B'sin9-CK«(Csin9-cos9) = o, 

(4) ^ + B(CsinÔ-cose) = o. 



"■blindent à im 
■ ■ DÎicables les 
".uniée sur une 

■ 'I mmme dé- 

■ l'-miAres sont 



oiilfs. Pour les 
11' );i jirnJM!tion 



SVSTÈMES IIOMOGRAPHIQUES SUR UNE SURFACE RÉGLÉE, N. 

fie la ligne de striction d'une surface à plan directeur sur ce plan, on a U 

\ ours 

KR=:cot(?. 

On en déduit immédiatement que, dans le cas actuel, si Tare de la p! 
jection est cr, on a 

équation qui caractérise une spirale logarithmique. La ligne de striction 
rhélicoïde considéré appartient donc à la catégorie d'hélices que M. Tisi 
a étudiées et qu'il a appelées hélices cylindroconiques. Je désigne]' 
pour abréger, par conoîdes et hélicoïdes logarithmiques les surfaces i\ 
je viens de rencontrer, et \)iiv surf aces logarithmiqueslcs surfaces gauc 
applicables sur celles-ci. 

6. Si (JL = o, on ne peut plus faire (x' = o. Si 6 = 90**, on a les hélicol : 
minima, et les surfaces de binormales de courbes à torsion constante 
ô ^ 90**, on a comme surface à plan directeur un hélicoïde dont la ligne 
striction est une hélice circulaire, et qui peut être considéré comme un 1 
particulier des hélicoïdes logarithmiques. Cet hélicoïde est applicable \ 
un hyperboloïde de révolution, de sorte que lorsque (x = o, ^ 90", 
obtient les surfaces applicables sur des hyperboloïdes de révolution. 

On peut remarquer que le rayon du cylindre sur lequel est tracé 
ligne de striction de cet hélicoïde est égal au rayon du cercle de gorg( 
l'hyperboloïde sur lequel il est applicable. Plus généralement, une sur ; 
à plan directeur, ayant pour ligne de striction une hélice, est applicable : 
la surface que l'on obtient en menant par les points de la projection de 1 
lice des parallèles aux tangentes à cette hélice. En effet, le paramctr 
distribution de l'hélicoïde s'exprimant par 

K = wcoi9H-7r, 

si l'on déforme la surface de façon que la ligne de striction devienne pi 
on trouve que le rayon de courbure de cette courbe est donné par 

KR = col0, 

comme celui de la projection de l'héUce. 
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Pour les surfaces logarithmiques, l'angle d'une des trajectoires du sys- 
tème homographique étant donné par 



" [XH^ + COSS)* 

on voit qu'il y a toujours une de ces trajectoires, celle qui correspond à 
X ^ — cosô, qui est orthogonale aux génératrices. 

8. Sur les hélicoldes etconoldes logarithmiques les trajectoires ho- 
mographiques sont des hélices cylindroconiques. En effet , pour une 
courbe tracée sur Tune de ces surfaces, le cosinus de l'angle que la tangente 
fait avec la perpendiculaire au plan directeur est 

dL dz dz ds , 

pt, pour les trajectoires en question, i et 'j- sont constants ; donc ces courbes 
sont des hélices. Il est facile de reconnaître, d'après les propriétés bien 
connues de la spirale logarithmique, qu'en faisant tourner autour du pôle 
la spirale, qui est la projection de la ligne de striction, on obtient les pro- 
jections des trajectoires homographiques. Ces hélices sont donc cylindro- 
coniques. 

Sur les surfaces logarithmiques quelconques, les trajectoires homogra- 
phiques ont leur rayon de courbure géodésique proportionnel à l'arc, pro- 
priété analogue à une propriété de la spirale logarithmique que j'ai eu à 
citer. En effet, on a, pour une trajectoire sous l'angle (', R? désignant le 
rayon de courbure géodésique 

n- =Ksin4'COs4'sin(, 

et, dans le cas actuellement considéré, cette expression devient 



J'aurai occasion de reparler des hélicoïdes et conoïdes logarithmiques, 
un peu plus loin, à propos des systèmes conjugués. 
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Un système homographiquc étant donné par 

dr 

as 

on a à écrire que 

ci / Cl) /• \ 

ds VAr4-Br-+-cJ "~ ^* 
, . , dr 

et à éliminer -r entre ces deux équations; on obtient une équation du qua- 
trième degré en r. Le coefficient du quatrième degré étant 2 A^o), on voit 
que A= o; le terme du troisième degré ayant A en facteur devient nul, et 
Ton a les équations de condition 

,^d(ù cm 

l> —, w -7- = o, 

ds ds 

dC p d^ 
ds ds 

a)C(C — i)=:o. 

La première équation donne B = (ico. La dernière donne soit C = o, 
soit C = I . Pour C = o, on trouve les trajectoires sur un même angle, quel 
que soit co. Pour C = i , o) vérifie l'équation 



(|ui s'intègre et donne 



d(t) ^ 



7: = F* + F'; 

Cl) 



si (X 7^ o, on peut prendre l'origine des arcs s de façon que [jl'= o. 

On a donc les solutions suivantes : 

1^(0 = const. ; les courbes r = const. sont trajectoires. 

2^ (x)s = const. ; les lignes r = Xs sont des trajectoires. 

Le développement de ces surfaces sur un plan transforme l'arête de re- 
broussement en une spirale logarithmique; il en est de même des trajec- 
toires. Pour les surfaces de la première solution, on a des cercles au lieu 
de spirales. 

Il me semble inutile d'insister sur les analogies entre ces résultats et 
ceux trouvés pour les surfaces gauches. 
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TROISIÈME PARTIE. 

SYSTÈMES CONJUGUÉS. - THÉORÈME GÉNÉRAL. 



1 . Si Ton appelle V l'angle que Tasymptotique passant par un point fait 
avec la génératrice qui contient ce point; V, V" les angles que font avec 
cette génératrice en ce point deux courbes C, C"; la considération de Thy- 
perbole indicatrice montre que la condition nécessaire et suffisante pour 
que les courbes C et G" soient conjuguées est que 

(langV'-h langV) langV =: alangV tangV. 

Kn exprimant les tangentes des angles qui entrent dans cette équation, au 
moyen de r, s et des dérivées de r par rapport à s, on a 

dr' rlr" _. (/r 
fis ris ' ds 

dr 

les accents correspondant aux courbes considérées. Comme -j- est donné 

par une fonction entière du second degré en r, on voit qu'il en sera de 
même de Tune des dérivées (jui sont dans 1<î premier membre, si l'autre est 
donnée par une fonction entière du second degré au plus. Autrement dit : 

Si un système de courbes divise liomo graphiquement les génératrices 
d'une surface gauche y le système conjugué les divise aussi homogra- 
phiquement (*). 

dr 

2. Pour les surfaces qui ne sont pas à plan directeur, -r- est donné par 

une fonction du second degré, dans laquelle le coefficient de r^ est différent 

de zéro. Il en résulte que, de deux systèmes homographiques conjugués, 

Tun au moins donne une division homographique du type le plus général. 

dr 

Pour les surfaces à plan directeur, -j- étant une fonction du premier degré, 



(V) ^ï- Dcsmartres a donné sur les surfaces cerclées un théorème analogue ( Co/w/)f ex 
rrndus, janvier 1888). 
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si la division homographique est du type le plus général pour Tun des sys- 
tèmes, elle est du même type pour l'autre; sinon on a des divisions en seg- 
ments proportionnels ou égaux. Si une surface à plan directeur est à para- 
mètre de distribution constant, les divisions peuvent être soit toutes deux 
du type général, soit toutes deux des divisions en segments proportionnels, 
soit enfin toutes deux des divisions en segments égaux. 

Théorème sur les lignes d'ombre. 

.1. On sait que les sections d'une surface par des plans ayant une droite 
commune et les courbes de contact des cônes ayant leurs sommets sur celte 
<]roite forment deux systèmes conjugués. Pour une surface réglée, le 
premier système donne évidemment une division homograpbique des géné- 
ratrices; il en est de même du second, à cause du théorème précédent. 
Donc ; 

Les génératrices d'une sur/ace gauche sont divisées hoinograplii- 
quement par les courbes de contact des cônes dont les sommets sont en 
ligne droite. 

Ce théorème comprend comme cas particulier le théorème suivant, soup- 
çonné par M. Paul Serret : Sur une surface gauche quelconque, quatre 
lignes d'ombre, issues d'un même point et relatives à des rayons incidents 
parallèles, coupent une génératrice rectiligne quelconque en quatre points 
dont le rapport anharmonique est constant; car ces lignes sont conjuguées 
<les sections parallèles au plan tangent, qui a pour point de contact le point 
rommun aux lignes d'ombre, d'après le théorème que j'ai rappelé plus haut. 
Si la surface considérée est à plan directeur, les hgnes d'ombre divisent les 
génératrices en segments proportionnels; cela résulte de la remarque faite à 
l;i suite du théorème général sur les systèmes conjugués. 

4. Le théorème que j'ai énonce tout à l'heure montre comment on peut 

'niper les lignes d'ombre en systèmes homographiques. Ce procédé de 

'iipemcnt est le seul. En efîet, soient A, B, C, D quatre points d'où 

ni-nt des rayons; soient a, p, •(, S les lignes d'ombre correspondant sur 

iirface S. Deux de ces lignes, o et ^ par exemple, ont des points com- 

réels ou imaginaires, à savoir les points de contact de la surface S 

s plans tangents menés par la droite AB. Or, si l'on a des systèmes 
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(le (juatre points de rapport anharmonique constant; la coïncidence de deux 
de ces points entraîne la coïncidence des autres avec les premiers. Les 
lifçnes a, ^, y, S ont donc des points de concours. 

Soient M, M' doux de ces points, les points d'où émanent les rayons étant 
à la fois dans le plan tangent en M et dans le plan tangent en M' sont en 
ligne droite. Donc, si un système de lignes d'ombre divise homographi- 
qiicment les génératrices d'une surface réglée^ les rayons émanent de 
points en ligne droite. 

Systèmes conjugués qui divisent les génératrices en segments égaux. 

5. Il résulte de la remarque faite à la suite du théorème général sur les 
systèmes conjugués que Ton peut obtenir sur les surfaces à plan directeur 
et à paramètre constant des systèmes conjugués divisant les génératrices en 
s(»gmcnls égaux. On peut former l'équation générale de ces systèmes en 
coordonnées cartésiennncs. L'équation générale des surfaces considérées peut 
s'écrire, si l'on fait, pour abréger, K = i, 

jcosc — ^sin5=: F(-s); 

l'écjuation des lignes asymptotiques se réduit, pour ces surfaces, à 

dr 

2-p 4- COS0=:O. 

as 

Si Ton remarque que dz = rf;ysinO et que cotO = KR, R étant le rayon de 
courbure de la projection de la ligne de striction, l'équation qui exprime 
(|ue deux systèmes sont conjugués devient 

dr' dr" ^^ 

-7- -\- ■-} — h KR = o. 
dz dz 

Or les équations d'une génératrice sont, si l'on met en évidence la ligne 
de striction, 

.r H- Y{z) %\i\z -4- T{z) cos>s ___ r — F(^) cos^s H- F^(.s)sinc _ 
cos:; ~~ sin5 "" ' 

et l'on a facilement, d'autre part. 



R=-[F(^)4-F''(^)], 
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de sorte que si un système de courbes divisant les génératrices en segments 
(■gaux est donné par 



'^(z) étant une fonction arbitraire et C une constante dont la valonr 
change d'une courbe à l'autre, le système conjugué sera donné par les 
équations 

coss sm= J, 1 ' T\ ' 

Les asymptotiques sont, sur ces surfaces, les lieux des milieux des seg- 
ments de génératrices compris entre deux courbes conjuguées des système 
que je viens de considérer; elles ont pour équations 

cos- sm; a.'ij i ^ ' 

On peut obtenir ces équations en écrivant que les asymptotiques sont 
leurs propres conjuguées. 



Système conjugué des trajectoires orthogonales des génératrices. 

6. L'équation du système conjugué des trajectoires orthogonales peut 
s'écrire 



elle a pour intégrale 

/•'fi — Ksin9cos9 , 
arclongK/--!- ( -^ ai — consl. 

Pour une surface à plan directeur, la différentielle sous le signe de qu. 
drature est identiquement nulle, de sorte qu'on a simplement 



Le système obtenu est donc composé de courbes telles que, en tous leurs 

points, le plan tangent à la surface fait un angle constant avec le plan central 

in.- Fat. de T. N./| 



\.26 • C. BIOCHE. 

roiTcspondant. En particulier, en chaque point de la ligne de striction, la 
direction conjuguée est perpendiculaire aux génératrices. 

Sur les hélicoïdes et conoïdes logarithmiques, le système homographiquc 
de trajectoires a pour conjugué le système des trajectoires orthogonales; 
car les premières courbes satisfont à la relation tir = const. On voit ainsi 
que celle de ces courbes qui est trajectoire orthogonale des génératrices 
ost une asymptotiquc, puisqu'en chaque point sa direction coïncide avec la 
direction conjuguée. 

Si une surface à plan directeur est représentée par les équations 

jcosa — j?sina = F(a), 5 = 9(a), 
on trouve, pour le système des trajectoires orthogonales, 



j? -4- F(a) sina y — F(ot) cosa 



cosa siiia 

*' 



= /'V(a) 



da -h const. 



et, pour le système conjugué. 



.r + F(«)sin«„. .r-F(«)cos«^ç^,^^^_p,^^^^ 



eus a siiia 



Pour les hélicoïdes et conoïdes logarithmiques, F et cp seraient des expo- 
nentielles; l(îs j)r()j(;ctions des deux systèmes de lignes sur le plan directeur 
sont des systèmcîsde spirales logarithmiques; mais le système conjugue des 
trajectoinîs orthogonales est seul composé d'hélices, ayant pour axe OZ. 
(^ar, sur une surface ayant pour plan directeur Z = o, si une trajectoire 
orthogonah; est une hélice ayant pour axe OZ, les génératrices de la surface 
sont hîs normales principales de l'hélice considérée. Or il n'y a qu'une 
courbe dans ccîs conditions sur un hélicoïde logarithmique; il n'y en a point 
sur un cA)\u)hh\ 

Systèmes orthogonaux sur les surfaces gauches. 

7. La condition de perpendicularité de deux courbes C, C" tracées sur 
une surfac(î gauche; est 

ds ds ds ds ds ds ~ ' 
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les accents indiquant le long de quelle courbe on doit se déplacer pour 
prendre des dérivées. Si la directrice est ligne de striction, cette équation 
devient, lorsqu'on remplace les coordonnées cartésiennes au moyen de /* 
et 5, 

On voit que si ~j- est fonction de 5 seulement, c'est-à-dire si un système 

de courbes C" divise les génératrices en segments égaux, le système ortho- 
gonal, composé de courbes C, dépendra d'une équation de Riccati, et par 
suite donnera une division homographiquc. Celle-ci ne se réduira jamais à 
une division en segments proportionnels ou égaux, le coefficient du termo 

on r^ ne pouvant être nul. 

. dr" 
Si -j- était une fonction linéaire de r, comme K^r^ -+- 1 n'admet pas d(* 

dr' 

diviseurs réels du premier degré, -^ serait donné par une fraction. Il en 

. dr" 
serait de même si -^ était une fonction du second degré, à moins que cette 

fonction ne fût précisément K'-'r^-hi, à un facteur près; mais alors -7- 

s'exprimerait en fonction de s seulement. 

Il résulte de cette discussion que, si un système de courbes divise en 
segments égaux les génératrices d'une surface gauche j le système ortho- 
gonal les divise homo graphiquement ^ cette dernière division étant du typ(* 
général. Et réciproquement, si deux systèmes orthogonaux divisent 
simultanément les génératrices d'une surface gauche en segments homo- 
graphiques^ ce ne peut être que dans le cas précédent^ c'est-à-dire lorsque 
l'une des divisions se réduit à une division en segments égaux. 

Systèmes orthogonaux sur les surfaces développables. 

8. La condition d'orthogonalité de deux courbes tracées sur une surface 
développable est 

(o étant la courbure de l'arête de rebroussement, de sorte que, comme dans 
le cas des surfaces gauches, si un système de courbes divise les génératrices 
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Oïl segmenls égaux, le système orthogonal donne une division homogra- 
j)hique du type général. Mais ce cas n'est plus le seul; car la partie indépen- 
dante des parenthèses, dans Téquation que je viens d'écrire, estdécompo- 
sahle en deux facteurs du premier degré en r, de sorte qu'on pourra avoir 
dcï) systèmes orthogonaux donnant tous deux des divisions en segments 
proportionnels; ces systèmes sont donnés par des équatitijns delà forme 

dr' -_ dr' 6)' 

M étant une fonction de s. Comme l'angle d'une courbe avec une généra- 
trice est donné par 

tangi = ^-.— , 

les équations précédentes expriment que toutes les courbes d'un système 
sont coupées sous un même angle par chaque génératrice, l'angle variant en 
général d'une génératrice à l'autre. Ou, autrement dit, les tangentes aux 
diflerentes courbes d'un moine système, aux points où elles sont rencontrées 
par une même génératrice sont parallèles. 

Les propriétés précédentes n'étant pas modifiées par la déformation do 
la surface considérée, les propositions énoncées s'appliquent au système des 
tangentes à une courbe plane. 

En particulier, on peut obtenir des systèmes orthogonaux composés de 
lignes géodésiques. Chacun de ces systèmes donne, lorsqu'on développe la 
surface sur un plan, un système de droites parallèles. 

Lignes de courbure. 

9. Les lignes de courbure constituent des systèmes à la fois orthogonaux 
et conjugués; les théorèmes précédents montrent que, si un système de 
lignes de courbure divise homographiquement les génératrices d'une sur- 
face gauche : 

î*' L'autre système les divise aussi homographiquement (théorème sur 
les systèmes conjugués); 

2" Pour Tun des systèmes, la division se fait en segments égaux (théo- 
rème sur les systèmes orthogonaux). 

Cette dernière condition étant nécessaire et suffisante, la recherche des 
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surfaces sur lesquelles les lignes de courbure divisent homographiquement 
les génératrices se ramène à ce problème plus restreint : recherche des sur- 
faces sur lesquelles un système de lignes de courbure divise les génératrices 
en segments égaux. 

L'équation des lignes de courbure, qui peut s'obtenir en écrivant que ces 
lignes sont orthogonales et conjuguées, est 



, Ksin0^-f-rK«(£2-Ksm0cosô)r«-hsin0^r-i-12l 



ds 



-h (î2cos(? — KsinG)(i 4-KV*) ^- sin^cosQ-y- r — o, 

10. Cherchons dans quels cas des solutions de cette équation ne diffèrent 

que d'une constante. Le premier membre de cette équation est un trinôme 

dr 
du second degré en r dont les coefficients, étant fonctions de 5 et de ^ > 

ne changent pas lorsque l'on augmente r d'une constante. Pour que l'équa- 
tion, étant vérifiée par une certaine solution r = r', le soit aussi par 
r =^r' -\- c, quelle que soit la valeur de c, il faut et il suffit que les coeffi- 
cients du trinôme en r^ soient tous nuls, ce qui donne 

(i) (12 — Ksin0cos0)^ -+-(«0080 — Ksin0)z=o, 

(2) ^sin0(^jH-cos0) = o, 

(3) K sin9 ^ 4- 12 J + (12 cos(3 - K sinô) = o. 

Pour une surface gauche sinô^o, et les lignes de courbure ne pou- 
vant être des trajectoires orthogonales des génératrices, on a également 

--r -HcosOt^o, de sorte que l'équation (2) ne peut être vérifiée que si 

K = const. En combinant par soustraction les équations (i) et (3), on 
obtient 

Ksin9(g4-cos9)^=o. 

d'où l'on déduit, les trois premiers facteurs étant différents de zéro dans les 
conditions du problème, que les équations considérées ne peuvent être vé- 
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Si la surface a ses lignes de courbure homograpliiques, K est constant, dr 
sorte qu'il reste quatre fonctions liées par trois équations. On peut donc, en 
général, se donner arbitrairement l'une d'elles, ou cbcrcher parmi les sur- 
faces considérées celles qui possèdent une propriété donnée. 

Parmi ces surfaces il n'y en a pas qui soient à plan directeur, car il n'y a 
pas de surfaces à plan directeur dont la ligne de striction soit ligne de cour- 
bure. On peut le voir en remarquant que les normales à une surface à plan 
directeur, le long de la ligne de siriellon, étant parallt'Ics au plan directeur, 
ne peuvent former une surface dcveloppable. 

13. La ligne de striction peut être géodésique; alors ^ = 90", G = const., 
ùj = const.; la surface est un hyperboloïde de révolution. 

Ce cas n'est pas le seul pour lequel la ligne de striction soit plane. En 
effet, pour que la ligne de striction soit plane, il suffit que ^ = const.; si l'on 
élimine oi entre les équations 

-r -t-ucos<9 = o, K - ucot^sino, 

on obtient l'équation 

(i) cote rfô + K cot 9 rfj — o; 

d'où l'on déduit, en intégrant et en posant K cotç = - 1 



Le rayon de courbure de la ligne de striction est alors donné par 

cos ta dO 



(a) 



ds- 



On peut obtenir l'es coordonnées des points de cette ligne au moyen de 
(jiiadratures. Si l'on appelle £ l'angle que la tangente à la ligne de striction 
fait avec un axe fixe de son plan, l'équation (2) peut s'écrire 

cos ç rfs -+- rfâ — o, 
■ qui donne, en posant cosç = — . 

ô H — const. 
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Je prendrai la direction de Taxe de telle façon que la constante soit égale 



à -; on peut alors écrire Téquation (i) 

ds=: — pd\oss\nO=^ — pd\oe;cos— = — tang ( — jc/s. 
^ ° ^ ^ m m ^ \m J 

Le rayon de courbure de la ligne de striction étant alors donné au moyen 
de £ par 

R=£,ang(-L). 
les coordonnées des points de cette ligne sont données par 

dx^^i- lang — cos£ cfe, 

dy = -lang— sine de. 
m rn 

Cette ligne est définie par des équations qui rappellent celles qu'on ob- 
tient pour la tractrice ou courbe aux tangentes égales, car il suffirait de faire 
m = I pour obtenir la tractrice. Mais il faut remarquer que cette hypo- 
thèse m = I ne peut se réaliser; car 



T 

m rz: > 

COSQ 

I 



9 étant Tangle du plan tangent avec le plan de la ligne de striction, on a, 
nécessairement, z^y^o et, par suite, cos^ 7^ i . La détermination de x et^', 
en termes finis, s'effectue complètement si m est un nombre commensu- 
rable. Je ne crois pas nécessaire d'insister sur des cas aussi particuliers d'un 
problème déjà très particulier. 

Sur/ace de normales principales dont les lignes de courbure divisent 

homo graphiquement les génératrices. 

14. Si Ton prend pour directrice la courbe dont les normales principales 
sont les génératrices de la surface considérée, l'équation qui exprime que 
deux systèmes de courbes sont conjugués est 

/>//•' dr''\ ( du^ drA ^ dr. 

''\-dJ'^'ds)-^(''-di-'''d-s)'-^d-s'^'''^ 
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la condition (rorlhogonalîlé est 






par suite, l'équation des lignes de courbure (»st 

dr^ r/ d(ù dTz\ ^ diz ~\dr , ^ ., . 



2'i)r -f- 1] =:o. 



Pour que les lignes de courbure soient honiographiques, il faut et il suflit 
(jue le j)aramètre de distribution soit constant et que la ligne de striction 
soit ligne de courbure; si Ton pose 



G) 

- — ", 

7: 



on peut exprimer les deux courbures de la directrice par 



K Kii 

TT = r» 0) =1 



I H- a* I -h ii' 



L'équation des lignes de courbure peut alors s'écrire, K étant constant, 
Fécpiation de la ligne de striction est 

Cl) // 

^~ co' + t:- ""K' 

on écrivant que la ligne de striction est ligne de courbure, on trouve 

dit^ 



ds' 



-K» = o, 



ce (jui donne, si Ton choisit TorigiiK» des arcs de» façon à faire nulle une 
constante d'intégration, 



r.) -, 
// = - =1 K 5. 



i. 



L(»s deux courbures de la directrice sont alors 

K K«.y 

L'équation de la ligne de striction étant r = ,9, celle du système de lignes 
de courbure auquel elle appartient est 

r^ns -h consl. 

III. — Fac. de T. N.:') 
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UIATRIÈME PARTIE 

LIGNES GÉODÉSIQLES. 



1 . Je me propose de chercher dans quels cas on peut trouver, sur une 
surface jrauche, un système de lignes géodésiques qui divise homographi- 
quement les génératrices. Le problème a des solutions évidentes; car, si Ton 
déforme une surface du second degré en laissant rectilignes les génératrices 
d'un système, celles du second système auront pour transformées des lignes 
géodésiques de la surface obtenue, et ces lignes satisferont à la condition 
énoncée. Si la surface du second degré est un hyperboloïde de révolution, 
il y aura sur la surface obtenue par déformation, outre le système corres- 
|X)ndant aux génératrices qu'on n'a pas laissées rectilignes, un second sys- 
tème composé des transformées des méridiens. Je crois qu'il n'est pas sans 
intérêt de montrer que ces cas, reconnaissables a priori j sont les seuls qui 
[missent se présenter, au moins pour les surfaces réglées réelles. 

2. Pour qu'une courbe c tracée sur une surface gauche soit géodésique, 
il faut et il suffit que la normale principale de cette courbe soit perpendicu- 
laire à la génératrice qui passe par son pied, car cette normale est déjà 
perpendiculaire à la tangente à la courbe c, qui est essentiellement distincte 
de la génératrice. Si Ton appelle ^ l'arc de la courbe c, les coefficients di- 
recteurs de la normale principale de cette courbe sont 

ffs' lis ds ds*- ' ds^ ds ds 11^* ds^ ds ds ds^ ' 

la condition de perpendicularilé de celle droite et de la génératrice est 
, ^/-\ ,d'\ d'A.dl , d\ ,d\ dZ.d^l 

^''-d^^^'liF^'-d^)di-^''dF-^^^^'d-s^lh^=''' 

Si l'on prend pour directrice la ligne de striction, qui conserve sa prcn- 
priélé pendant la déformation de la surface, on trouve, en remplaçant les 
dérivées des coordonnées cartésiennes par leurs expressions au moyen des 
coordonnées r et s. une équation diflërenlii'Ue du second ordre. Si l'on re- 
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marque que, le long de la ligne de striction, on a 



ds 



z=z ixfj) =: sin cos 9 . oj; 



si Ton pose 



ds^ ds^ ds} 



ot si Ton remarque que, comme on a 

rt' -h 6* -h c* = I , 

on a aussi, en différentiant, 

da , db de 

ds ds ds 

et, par suite, en diCférentiant une seconde fois, 

d^a ,d^h d^c ( da} db^ dc^ \ 

Téquation différentielle des géodésiques peut s'écrire 

(I) (HV«+s.n«9)(^^-IP/+^^ 

= -r -t- COS0 2HV — 4- H -r-r*-f- H*cos0r— cos y — = 

\ ds / \ ds ds ds 

3. Méthode de discussion. — Pour déterminer les systèmes homogra- 
pliiques de géodésiques, j'ai à chercher dans quels cas l'équation (i) est 
vérifiée par des fonctions de s vérifiant une équation de la forme* 

(II) ^-Ar2 4-Br-+-C. 

ds 

dr d^ /* 

On peut remplacer, dans l'équation (I), -j- et ^-^ par leurs expressions 

au moyen de /', déduites de Téquation (II). On a ainsi des expressions du 
second et du troisième degré pour ces dérivées. L'équation (I) donne, 
lorsque la substitution est effectuée, une équation que j'appellerai (III), 
dont les deux membres sont entiers vi du cinquième degré en r; les coeffi- 
cients des termes en r^ y sont identiquement égaux. En écrivant que les 
antres coeffici(Mits sont égaux, deux à deux, on a cinq équations pour dé- 
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t(»rmiiR»r les cinq fondions A, H, (^, H, 0; les deux dernières caraelrri- 
sant nne catégorie* de snrfarcs a[)j)liral)les les nnes snr les autres. 

Les c(jualions de condition qu'on obtient en suivant la marche que je 
viens d'indiquer, et ([ui semble la plus naturelle, sont des é(|ualions difTé- 
n'ulielles simultanées. On peut éviter la considération d'un pareil syslèiiie 
en s<î servant de la remar([ue suivante*. 

T^es deu\ mendires de l'équation (III), si l'on y conserve les parenthèses 
([ui figurent dans l'éfjuation (I), sont déconqmsés (*n un j)roduit de deux 
facteurs. La parenthèse (H^/'*-' -h sin^O) doit, si la seconde parenthèse du 
premier membre n'est pas nulle, diviser hî s<*cond membre, et, comme les 
facteurs du s(*cond mend)re sont su|)posés avoir leurs coeffici<*nts réels, 
(IPr' -h sin-0) doit diviser l'un de ces deux facteurs. Les équations de 
cfindition obtenues ne contiennent pas les dérivées des fonctions A, H, (", 
et Ton verra (ju'elles suffisent à donner la solution du problème. 

Il peut arriver que la parenthèse ( -yy —II*/' H -j — ) s'annule en 

même tenq)S que le second membre. C(* cas est d'ailleurs facile à discuter. 
Je vais considérer successivement les trois cas (|ui, d'après le raisoniie- 
m(»nt précédent, peuvent se présenter. 



i. P renne r cas. 
[)aren thèse qui est 

on doit avoir 



— Supposons (pie ll^/*' 4- sin^Û divise la première 
A /•' -+- H /• -h (] -h cos 0, 

H ^ o, 
A C-hcos^ 



il* 



sin*^ 



— m. 



m étant une fonction de s seulement. L'équation ( Il ) devient alors 



'In 

ris 



— m(\\'h'--h siii^'O) — cos^;. 



Kn substituant l'expression de -p et ~ dans réciuation (I) et en sun- 

*■ (ts as- * • '^ 1 

|)rimanl le facteiu* (H'-r- -+- sin^O ) commun aux deux membres, on Irouvi», 
toutes récUiclions faites. 



nt 



cos 6/ 



cosO =: consl., II ^ coiist. 
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Les surfaces correspondant à ce cas sont les surfaces à paramètre con- 
stant, dont la ligne de striction coupe les génératrices sous un angle 
constant, et par suite est ligne géodésique. Ce sont donc Tliyperboloïde 
de révolution et les surfaces applicables sur cet hyperboloïde. Si Tangh» 
avait pu être droit, on aurait eu également Thélicoïde minimum et l(»s sur- 
faces de binormales des courbes à torsion constante; mais, /;/ devant être 
lini, 0^()o\ 

I/é(piation (11) se réduit, dans le cas actuel, à 

COSC/-J- -h IP /•--+- 1 =o; 
as 

si Ton appelle a le rayon du cercle de gorge de riiy[)erboloïde, en remar- 
(piant (pie Ton a pour cette surfaci* 

., cosO 
Il =1: ) 

a 

on obtient, comme intégrale d<3 Técpiation précédente, 

V — — V 

/cosO -h a X-àws ^'- -- o. 

a 

Il <*st facil<* de vérifier que cette éipiation correspond aux méridiens de 
rhyj)erboloïde. 

."). Dru.rwmc ras. — Supposons maintenant cpu» IP/*'- -h sin^O divise la 
s(H'ond(» |)arenlhése, (pii est 

•r\IP/-3-^ (2HH^-+-II^*Mr'+( h:4-cos^7)H^/- - vosO'^-^^ 
\ as / (/s 

on trouve tout d(» suite, comme é(|uations dv condition^ 

•i All^ sin«(; — n^('iC 4- eos{/) = o, 



2\MV~h II -r- SN|-(/-h ll*COS{/--- 

\ as I fts 



--- o. 



On (Ml tire 



_ n-(2(:-f-cos{/) _ K=^('.i(: -h('os^) 

V : _ — j 

-, ~ sur -h- Il cos V — , — — p 
fis fts ^ fis 
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.1(* remarque que Texpression obtenue pour B est exactement celle du 
coefficient de r dans l'équation différentielle des asymptotiques, lorsque 

cette équation est résolue par rapport à -7-1 car on peut Técrire (en appe- 
lant O la courbure de la section normale tangente à la ligne de striction), 

as as 

Si Ton pose 

ç^ M 

2 K 81116»' 

M étant une fonction de s^ on trouve 

__ K' (M-Ksin9cos^) 
2Ksin9 

L'équation qui définit un système homographique de géodésiques doit 
donc être, si elle existe, de la forme 

2Ksin(^-=- -hK*(M — Ksinôcos0)r*-h -r-sinÔr-f-M = 0. 
as as 

On voit alors (ju'en déformant la surface sur laquelle on suppose 
(ju'existe ce système, de façon que la courbure de la section normale tan- 
gente à la ligne de striction s'exprime par la fonction M, le système homo- 
graphique de géodésiques coïnciderait avec le système des asymptotiques, 
ce (jui ne peut arriver si ces lignes sont droites. Autrement dit, les surfaces 
qu'on pourrait obtenir dans l'hypothèse actuelle doivent être applicables 
sur des surfaces du second degré et, comme l'on sait a priori que ces sur- 
faces satisfont aux conditions de l'énoncé, il est inutile de poursuivre la dis- 
cussion analytique du cas considéré. 

6. Troisième cas. — Supposons, enfin, que la parenthèse qui multiplie 

H^r^-t-sin^O s'cinnule en même temps que l'une des parenthèses du se- 

dr 
cond membre. Je remarque d'abord que ce n'est pas^ -f- cos6 qui peut de- 
venir nulle, car cette expression ne devient nulle que pour les trajectoires 
orthogonales, et Ton sait qu'il ne peut y avoir plus d'une géodésique tra- 
jectoire des génératrices, puisque, si une ligne est à la fois géodésique et 
trajectoire, elle est ligne de striction. D'ailleurs, on voit directement que, si 
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i\\ ;'i considérer le cas où l'on aurait à la fois 



^ Il l^r'+H'coser-cos5^-5P- ^o, 
ds as 

-f =\r'+bi -hC. 

ds 

'ili<' les deux dernières équations, on trouve 

dK 
' = consl., IJ = jT) aC +cos6= o. 

,-- dans la première équation, on a les équations 

dB 

di 

>\\v lî = o, car H" est différent de o; donc 

C089 — — aC — o. 

|ii"on peut obtenir sont des surfaces de hinormales ou des 
K vérifie l'équation 



laiiicne facilement au premier ordre. L'intét,Tation donne, 
MIC constante et en choisissant l'orifiinc de l'arc -s de fiM;on 
lante d'intégration soit nulle. 



\ 
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c'osl r<».\pr(»ssioïi qu'on trouve pour le paraboloïde é(piilalère 



V 

z-=z m -■ ) 



.V élanl reni|)iacé [)ar z. Les surfaces cpron obliendraiulans ce cas sont donc 
a])plicables sur un paraboloïde érpiilatère. 

On peut arriver à ce résultat sans intéj^ration, en remarquant que, pour 
un conoïde droit, Téquation des asyniptotiques est 

,, dr dl\ 

as as 

c\»sl-à-dire })récisémcnt Téquation qu'on obtient ici pour le système honio- 
jj^raphique de fjéodésiques. Le conoïde en question ayant des lignes à la 
fois géodésicpies et asyniptotiques est du second degré; c'est le paraboloïde 
équilatére. 

7. Hcsumc d(* la discussion. — (^ette discussion relative aux lignes 
géodési(pies peut s(» résumer de la façon suivante : 

N'/7 existe sur une surface gauche un système de lignes géodésiques 
diiisant honiograpkiqueinent les génératrices^ cette surface peut s\)h- 
tenir par la déformation d' une surface du second degré. 

Il II existe en général qu^un de ces systèmes, composé des transfor- 
mées de celles des génératrices qu'on n'a pas laissées rectilignes. Sur 
1rs surfaces applicables sur uiï hyperboloïde de révolution , il existe un 
second système constitué par les transformées des méridiens. 

I^es surfaces applicables sur des paraboloïdcs se distinguent de celles qui 
sont applicables sur des bypcrboloïdes, en ce que, j)Our ces dernières, la di- 
vision liomographique produite par les géodésiques est du type général, 
tandis que, pour les premières, la division se fait en segments proportion- 
nels. Il n'y a jamais de divisions en segments égaux. 

8. Surfaces développables. — On obtient a priori le groupement dos 
lignes géo(lési(|ues des surfaces développables en systèmes homographiqucs. 
Il suffit de rcMuarquer que si Ton aj)plique la surface sur un plan, les géodé- 
siques devieniKMU des droites. Or, on voit facil(Mnent cpie si quatre droites 
déterminent sur utk* infinité de droites des segments de rapport anhar- 
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moiiiquc conslanl, ces (jualrc droites sont concourantes (ou parallèles). 
Donc toutes les géodésiques partant d'un même point constituent un sys- 
tème homographique/ de 'même qu(» celles dont les tangentes aux points 
situés sur une même génératrice sont parallèles; ces dernières divisent les 
génératrices en segments proportionnels. A un système de lignes géodési- 
ques divisant les génératrices en segments proportionnels, correspond un 
système orthogonal 'également composé de géodésiques et divisant les gé- 
nératrices de la même façon. 

On a vu que les systèmes orthogonaux qui divisent ces génératrices en 
segments proportionnels étaient donnés par des équations de la forme 

dr. ^, dr co* 

ds ds M 

Si Ton détermine M de façon que les systèmes soient composés de géo- 
désiques, ce qui se fait en éliminant les dérivées de l'équation des géodé- 
siques, qui est, dans ce cas, 

\d^r 1 /dr \\ dr d(ù ~\ 

on trouve sans difficulté que, si Ton appelle rfa l'arc de contingence de 
l'arête de rebroussement, les systèmes cherchés sont donnés par 



dr ^ ^ dr {t^ \ 

^ 4-1 =z wlang((7— ,ao) x r, ^- -+- i = w tang( - -ha — do ) 



X r. 
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HISTORIQUE. 

<c Etant donnée une équation numérique^ sans aucune notion di 
grandeur ni de la nature des racines j en trouver les valeurs num 
queSy exactes s'il est possible j ou aussi approchées qu'on voudra. Ce 
blême n'a pas encore été résolu. C'est l'objet des recherches suivantes. 

Ainsi s'exprime Lagrange au commencement de son Mémoire Sur le 
solution des.équations numériques (i 767) . Posé par Viète ( * ), ce probl 
est étudié d'abord dans des cas spéciaux par lui-même, par Harriot, ( 
tred, Pell, etc. Descartes l'aborde dans toute sa généralité et l'engage 
une voie nouvelle par sa règle des signes, insuffisante il est vrai. 

« Telle qu'elle est néanmoins (*), cette règle a été pendant deux siècl 
qu'on a eu de mieux. Les plus grands analystes, à commencer par Ne^ 
et à finir par Lagrange, n'ont pu, malgré leurs efforts, faire un pas d< 
après Descartes. L'équation aux carrés des différences (de Lagrai 



( * ) De numerosa potestarum adfectarum résolutions 
(' ) Bordas-Démoulin, Le Cartésianisme, p. 122 ; i843. 

III. — Fac. de T. O.I 
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lollfi que la recherche du phis grand commun diviseur; plus de lâlonne- 
mcnls donl la longueur indélerniinoe est incompatible avec les hesoins de 
la pratique. Nous possédons enfin, comment Duhamel Pignore-t-il? la mé- 
thode qu'il réclame en 1 8G6 ( ' ) « que tout le monde puisse appliquer aver 
le même succès », 

Seulement GrafTe s'est borné à déterminer les racines réelles et les mo- 
dules des racines imaginaires, quand ces quantités digèrent les unes 
des autres. 

C'est en effet tout ce que ses devanciers se sont propose. Le célèbre astro- 
nome allemand Encke, admirateur de la méthode de Griiffe, se préoccupe 
d(''s lors de la compléter. Dans ce but, il publie en i84i un Mémoire dr 
soixante pages dans l'appendice à V Annuaire de l'observatoire de Berlin. 
Ce Mémoire, laissé dans ToubU malgré l'intérêt du sujet et le renom de son 
auteur, tomba par hasard sous les yeux de D. Miguel Merino, de Tobserva- 
loire de Madrid, qui cherchait depuis longtemps, mais en vain, dans les 
livres français, la méthode pressentie par Bordas et réclamée par Duhamel. 
Il fut tellement satisfait de sa découverte qu'il publia en espagnol une tra- 
duction libre du Mémoire (iS^f)). Dans son enthousiasme, il reproche à 
nos auteurs leur silence à l'égard du savant allemand et en accuse « la pa- 
resse d'esprit, la routine des écoles cl le patriotisme très mal entendu ». 
Mais à côté de ces sévères critiques, M. Merino ne juslifie-t-il pas cet oubli 
d'un travail relégué dans une publication astronomique, spéciale à un ob- 
servatoire particulier? Lui-même s'étonne de l'y trouver; il en juge la lec- 
I ure pénible. Pour le mettre à la portée des lecteurs, il a dû séparer les dif- 
lirullés dans des Chapitres distincts, puis ajouter des exemples et des 
l'claircissements nombreux. Avec ces modifications, le livre espagnol a 2G0 
pages. Il présente les qualités de clarté et de méthode que le traducteur re- 
■isi' au Mémoire original. Il y a plus, à côté de son admiration pour 

jiii'-lhode de Grafie, M. Merino avoue que le complément d'Encke ne ré- 
:d pas entièrement au desideratum. 

'■ en effet, dans sa recherche des racines imaginaires, Encke n'emprunte 

Iriil de GriifTe que la connaissance du module. Par là il méconnaît l'idée 

'1' de l'inventeur suisse. La théorie en devient compliquée; l'appliea- 

u'C des développements Irigonométriques, la formation du plus grand 



odes dans les sciences de raisonnement, 2' Partie, p. aSS, 



^ 
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commun diviseur, et retombe ainsi, pour les imaginaires, dans les difficultés 
de la méthode de Sturm. On le voit, s'il est permis d'apprécier la théorie 
d'Encke parce qu'elle aborde pour la première fois avec succès les racines 
imaginaires, il faut bien reconnaître que le savant allemand n'a rien ajouté 
de pratique à la méthode de Griifle, parce qu'il n'en a pas vu toute la 
portée. 

Dans ce Mémoire, je reprendrai le problème d'Encke. Je démontrerai que 
la règle de Griifle donne immédiatement et sans nouveau calcul les racines 
imaginaires, comme les racines réelles; que la méthode s'applique sans 
modification au cas des racines d'égal module. On verra même que la dé- 
monstration embrasse le cas non abordé jusqu'ici où l'équation proposée a 
ses coefficients imaginaires. 

Dépassant ensuite le but poursuivi par Enckc, je démontrerai que la mé- 
thode s'applique avec un caractère de supériorité remarquable au cas où le 
premier membre de l'équation est une fonction holomorphe de l'inconnue. 
Ce résultat s'étend d'abord au cas des fonctions méromorphes, comme la 
résolution des équations entières s'étend au cas où le premier membre est 
une fonction algébrique fractionnaire; puis il s'étend aux autres fonctions 
en isolant les points critiques. 

Je m'efforcerai de donner à l'exposition de la théorie une rigueur qui fait, 
à mon avis, défaut dans l'œuvre de GralTe et d'Encke, et qui est nécessaire 
pour ouvrir à une méthode nouvelle les portes de l'enseignement. C'est 
l'objet du § II, qui m'est personnel et n'emprunte rien aux Mémoires cités. 

On reconnaîtra que je ne me suis pas livré à de vaines spéculations, mais 
que, toujours guidé par un but pratique, j'ai appliqué chaque point de la 
théorie à un exemple. Je n'ai même pas craint de m'arréter aux détails qui 
sont do nature à faciliter l'exécution des calculs. 
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§ I. — Introduction à la môthode de Oraffe. — Application. 
1. Si l'on désigne par a, p, y les racines de Téquation 
(i) x^-hAx^-t-hx-hC — o, 

on a 

(3) o + p + y=-A, «|3-t-ay + py = + B, a^y=-C. 

Pour fixer les idées, supposons provisoirement les racines réelles, dis- 
tinctes, positives, et soit a >■ p |> y- Faisons enfin cette hypothèse fonda- 
mentale, que : 

A l'ordre d'approximation qu'on veut porter au calcul des racines, 
P est négligeable devant a, cl y devant p. 

Si, par exemple, on veut les racines avec cinq chiffres exacts, je suppose 
que P est inférieur à une unité du cinquième chiffre de a. Dans ces condi- 
tions, les formules (2) se réduisent aux formules approchées 

(3) «^-A, «^ = B, «?y:=-G, 

et l'équation (i) sera résolue immédiatement par les formules 



(i) «r^-A, 



It 



Si l'hypothèse fondamentale n'est pas réalisée par les nombres ot, ^, y, 
elle le sera par les nombres a*, P'', -f-, pourvu qu'on prenne [X assez grand. 
On formera donc l'équation aux puissances [jl des racines de l'équation 
proposée; on calculera les solutions de la nouvelle équation au moyen des 
formules (4) cl, en extrayant les racines fji'™" de ces solutions, on aura 
celles de la proposée. 

Telle est, en principe, la méthode de Gràffe, Il est évident qu'elle s'ap- 
plique à une équation de degré quelconque, que l'hypothèse des racines 
positives n'est pas nécessaire. Enfin, nous verrons qu'elle s'applique aussi 
bien aux racines égales et aux racines imaginaires. 

Comme il serait malaisé de déterminer a priori le nombre p. et de former 
d'un coup l'équation aux puissances |x des racines, il est préférable de 
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former réquation aux carrés des racines de la proposée, puis l'équation 
aux carrés des racines de cette transformée, et ainsi de suite jusqu'à ce que 
Pon arrive à une équation qui satisfasse à l'hypothèse fondamentale, ce 
qu'on reconnaîtra à des caractères très simples que nous donnerons plus 
loin. De plus, dans la pratique, il est préférable de former l'équation aux 
carrés changés de signes des racines ; nous l'appellerons la transformée 
de la première. 

2. Formation de la transformée aux carrés changés de signes des 
racines. — Soit l'équation 

les polynômes 

représentant la somme des termes de degré pair et la somme des termes de 
degré impair. Je pose 

(2) j = _xS 

<*t j'élimine x entre les équations (i) et (2). Pour cela, je remplace dans 
réquation (i) x'^ par — y- J'obtiens 

(3) 9( — 7)4-^^( — /) = o. 

Puis, de cette équation, je tire la valeur de x que je porte dans l'équa- 
tion (2). Il vient, après avoir chassé les dénominateurs, 

(4) ?'( — j)-+-7^'(-7) = o. 

Le système dos équations (3), (4) est équivalent au système (i), (2). 
L'équation (4) est de degré m, comme l'équation (i), et donnera m racines. 
Connaissant l'une d'elles, on pourra tirer de l'équation (3) la valeur corres- 
pondante de X. Cette observation est inutile quand on sait que la valeur 
de X est réelle et positive, car il suffit alors d'extraire la racine carrée 
de — ^; mais elle devient précieuse quand on ignore la nature des solutions 
de l'équation donnée. Elle lève l'hésitation qui provient des deux racines 
carrées de — y. 

Quelle est maintenant la loi de formation des termes de l'équation (4)? 
Cherchons par exemple les termes en^^^. L'un d'eux est le carré du terme 
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de degré p dans ç( — x), lequel répond au terme de degré 2/? dans ^{x'). 
Ce terme est donc ' 

Dans le développement du carré de (p( — /), on trouve aussi les doubles 
produits des termes équidistants de h^py^. Les termes ainsi accouplés étant 
affectés du même signe, leur produit a le signe +. On aura donc dans 
l'équation (4) les termes 

Dans le [développement de y'\f^( — y)^ les termes de degré 2/? provien- 
nent des termes enj^^''"* de ^^( — y)- Or ceux-ci sont les doubles produits 
des termes en^^~* et y^,y^~^ et y''^*, ... de ^( — y)- Comme les termes 
de '>{/(— x) sont affectés alternativement de signes contraires, les doubles 
produits sont affectés du signe — . De plus, le terme en y de '\f(—y) l'é- 
pond au terme en x'P'*'* de /(x). Son coefficient est donc Azp^i- D'après 
cela, les termes de degré 2p dans le développement dey^^( — y) sont 

. J'ai considéré, dans l'équation (4), les termes d'un degré 2p. En consi- 
dérant les termes d'un degré impair, on trouve la même loi ; savoir : 

Règle. — Le cocjficicnl d'un terme quelconque de la transformer 
égale le carré du coefficient correspondant de l 'équation donnée y moins 
le double produit des deux coefficients qui le comprennent, plus le double 
produit des coefficients qui comprennent ceux-ci, et ainsi de suite jus- 
qu'à ce quon arrive à un des termes extrêmes de l'équation. 

3. Familiariser dès maintenant le lecteur avec la pratique de la méthode, 
lui donner la mesure de sa simplicité, lui suggérer les questions à résoudre 
pour établir la théorie sur des bases certaines, tel est le but important ((ue 
j'atteindrai d'un coup par un exemple. 

Soit l'équation proposée par Lagrange (') 

Voici, sans omettre un seul chiffre, la reproduction fidèle du calcul des 
transformées successives : 

(*) Traité de ta résolution des équations numériques, Chap. IV. 
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X m se • X • Ju • 

3^ -4-1 o — 7 -T- 7 



o -Hl.49(') 

-4- l.l4 o 



2» 



-h l.i4 


-f- i.49 


-h 2.196 
- 98 


-h 3.2401 
— 1872 


-H 1. 98 


-\- 3.1029 


4- 3.961 

— 2o58 


-h 6.1059 

- 471 


-♦- 3.7552 


-4- 5. 588 


-h 7.5700 
117 


-hli.3458 
- 871 


-h 7.5583 


-1-11.2587 


H-15.3ii9 

» 


-+-22.6693 
- 371 


-hl5.3ii9 


-f-22.6322 


-t-30.972 


^45.3995 

7 



i.49 



3.2401 



6.577 



13.333 



•>^ -hl5.3ii9 -f-22.6322 4-27. 1109 



->« -H I -+-30.972 -4-45.3988 -h54.i23o 

filxécuté avec la règle à calcul, il est disposé en Table à double entrée. 
J^sen-létes 2*^, 2*, 2', ... qui affectent les lignes indiquent que ces lignes 
présentent les coefficients de l'équation où l'inconnue est respectivement 
.r, — x^, — ^% — Quant aux puissances de l'inconnue affectées par les 
divers coefficients d'une même ligne, elles sont marquées par les en-têtes de 
colonnes a;', x^^ x^x^. Ainsi la lecture de la dernière ligne 2® nous apprend 
(pic* l'équation 

j' -h 30.9727»-+- 45.89887 -h 54. 1280 = o 

a pour racines les valeurs de — x^^ on — x^^. 

On voit qu'à partir de cette transformée, chaque ligne se déduirait de la 



/') A cause des élévations au carré répétées, les coefficients augmentent de façon à con- 
f/'fiir un nombre de chiffres trop grand pour qu'on songe à les écrire. Ainsi le dernier 
nombre de la ligne 2* s'écrirait en 05 chiffres. Pour obvier à cet inconvénient, j'écris en ca- 
r;irtèrcs gras et en avant des chiffres connus du nombre la caractéristique de son loga- 
rif hmc, ou mieux le rang de son premier chiffre à gauche relativement au chiffre des unités 
^îîfvXv du rang o. 
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par une méthode que j'exposerai plus loin et qui se rattache à la fois à celles 
(le Horner, de Lagrange et de Newton. On pourrait aussi faire de suite le 
calcul précédent avec la précision demandée aux résultats; mais nous ver- 
rons que ce procédé serait moins avantageux. 

5. Passons maintenant à une simplification dont le caractère théorique a 
une très grande portée. Dès la transformée 2*, on observe ce fait fonda- 
mental que chaque coefficient de la colonne x^ est le carré du précédent; le 
double produit des coefficients qui le comprennent étant négligeable devant 
ce carré, le coefficient de x^ devient régulier. C'est l'indice qu'on a atteint 
l'objet même de la méthode, à savoir que les deux dernières racines sont 
négligeables devant la première. La première racine est séparée des deux 
autres. Dès lors, si je désigne par A, B, G les coefficients de la transformée 2*, 
et par a, 6, c les valeurs absolues de ses racines, les relations 



a -f- ^ -+- c -- A, ab -\- ac -+- bc ■— B, abc = C 

se réduisent à 

Les nombres a, 6, c s'obtiennent donc, au signe près, en résolvant les 
équations 

1 B C 

A A 

lesquelles s'obtiennent en décomposant l'équation donnée 

x^-h Ax*-i- B.r 4- C=: o 

en ces deux autres 

ut'-h Aa:'=:o, Ax*-+- BcT 4- c = 0. 

Ce résultat remarquable est tout à fait général. Il est le véritable prin- 
cipe de la méthode de Grâffe. C'est faute d'en avoir reconnu la généralité 
que son ingénieux inventeur a dû se borner à chercher les modules des ra- 
cines. ■ La même cause a égaré son illustre successeur Encke dans ses re- 
cherches sur le calcul des racines imaginaires. Sa méthode sort tout à fait 
de l'esprit de la méthode de Graffe, ce qui en diminue la portée et en exclut 
la simplicité. 

Nous possédons maintenant toutes les notions qui serviront à établir la 
théorie qui fait l'objet du paragraphe suivant. 
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nombre d'opêralioDs est augmenté des nombres de la deuxième colonne de 
la Table II. Ainsi : 

Pour séparer a racines dont le rapport est i ,5, il faut 2^""', 5 

Pour faire le calcul avec 5 chiffres exacts, il faut i*""',i 

Total 5 transformées 

Ainsi la cinquième transformée, c'est-à-dire celle qui donne les valeurs 
de x*', séparera, parmi les racines de la proposée, celles dont les modules 
sont au moins dans le rapport i , 5. On voit aussi que le nombre des trans- 
formées nécessaires augmente rapidement quand le rapport t se rapproche 
de I. PourT = i, il est inGni. Il ne serait guère raisonnable de faire plus 
d'une dizaine de transformées, c'est-à-dire de séparer des racines dont la 
plus grande dépasserait la plus petite de moins de ^ de leur valeur; mieux 
vaut les considérer comme égales dans une première approximation. Dès 
lors, il n'y a pas lieu en général de porter une très grande précision au calcul 
des transformées successives. On y trouvera cet énorme avantage de pou- 
voir exécuter toutes les opérations avec la règle à calcul; en évitant ainsi 
l'usage des Tables de logarithmes, le calculateur aura très rapidement sé- 
paré les racines qui peuvent l'être avec cette approximation. 

9. Théorème. — Pour que les racines Xp et (ip^, du polynôme 
/(x) = x" -\- AfX"'' -h. ..-h ApX^-P-h.-.-h A„ soient séparées, il faut 

1 1 

fl il suffit que { -^ \ soit négligeable devant { -j-^- \ pour toutes les va- 
leurs dek et de t. Le polynôme /{x) se sépare alors en deux fragments . 
Le premier, obtenu en négligeant les termes quisuivent Ap, donne les p 
premières racines. Le second fragment, obtenu en négligeant les termes 
qui précèdent Ap, donne les m — p dernières racines. 

Je suppose a^+, négligeable devant ap. 

Le coefficient A^ égale la somme des produits php des racines. Le pre- 
mier de ces produits est a, a^ . . . a^. Un autre produit s'obtient en rempla- 
çant, au moins, une des p premières racines par une des suivantes qui sont 
négligeables devant les premières. Ce nouveau produit est donc négligeable 
'l'vant le premier, et l'on a, à l'approximation du calcul, 

modA„— rtiû,. . . a„. 



u.-uic %a- 



f -^ '.ermc 

"•!••■ -i l'on 
a -»ivr-nt 
.')•■> lors. 
'• r 'lont 

■ n. rar If 

■ '■> 'inps 
-■' - cdii» 

-i-'-abl. 5- 



ï^ 
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Ap+* a pour premier terme a, «,...« a ^j i 



I^es autres termes sont du mfimc ordre <Ii> -i 
Le terme A^* ne peut donc pas dépasser' l'^ 
"' *A~ ^l^P^sscr l'ordre de a.^ , . . . « .^^ , I 
(«/.+ ,)*- Knfin i-f!^] est, au pins, <!,■ . 
,. Corn, 



>[ic la première racine est bien séparée 

ul (n" 3) en s'arrélanl à la transformée 2', 
ir l'équation, réductible au premier degré, 



du second degré, 

,.i4-A.x-t-A,i^o. 

m reconnaît la nature des laiines. — Me 
;nts sont réels, j'examinerai trois hypothèses 
caractères qui en résultent pour les Iransfor- 

réelles. — Alors les transformées, à partir 

L'gatives; par suite, les coefficients sont ])Osi- 

!. r<'\emple (n" 3). Si les valeurs absolues de toutes ces 

iii> <lislincles, tous les coefficients deviendront réguliers, 

■ " (/ une racine multiple réelle, séparée des autres. — Soit 

iiiiirie double. Les coefficients A,_, etA^^, sont réguliers; 

■ilicient A^, il a pour valeur principale 

;iii calcul du terme correspondant de la transformée suivante. 
I le carré du coefficienl précédent 



l'c le signe —, le double produit des deux termes qui le coi 
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§ III. — Pratique de la méthode. 

11. Caractères signalant les racines séparées. — Simplification. — 
Pour que les racines a^ et a^^, soient séparées à l'approximation e, et que 
de ce fait Téquation se fragmente sur le terme A^, il faut et il suffit que 
rinégalité 



(i) 



A, 



'<<t)' 



soit satisfaite pour toutes les valeurs de A* et de l(n^ 9). En particulier, si 
Ton fait /= Ar, on a l'inégalité nécessaire 

(2) (^^y^.Ç^y ou \,.,A,^,<e'^\l. 

Elle signifie que le coefficient A^ est devenu régulier (n® 6), et ce caractère 
ne manquera pas de signaler les racines séparées. Si la théorie ne permet de 
l(î regarder que comme un avertissement, jamais pour ainsi dire il ne trom- 
pera dans la pratique, pourvu qu'on s'assure, non pas qu'un double produit 
i»st accidentellement nul, mais que son influence a diminué progressive- 
ment jusqu'à disparaître (*). On le contrôlera par la condition (i) qui est 
suffisante (n** 9). Celle-ci peut s'écrire 

(•5) 7. [iûgAp^-A— logA^] < log£ -+- y [logA;,— logAp-,]. 

Comme il ne s'agit ici que de comparer l'ordre de grandeur des rapports 
de l'inégalité (i), il suffit de remplacer ces logarithmes par leurs caractéris- 
tiques. Revenons à l'exemple de Lagrange (n**3). Dès la transformée 2*, 
le coefficient A, de x^ est régulier, et l'on a 

(-2*) A, = 7.5583, A,= H.2587, A,i=i 13.333. 

De plus, les 0[)ération8 étant faites avec la règle à calcul, on a sensible- 



(!) Si le terme A;, demeure régulier pendant un certain nombre de transformées, ou si, 
clans ces transformées, il est devenu régulier par diminution progressive de rinfluence âe% 
doubles produits, on peut affirmer que, sauf des cas très spéciaux, les racines Pip et a^^t 
sont séparées. Cette exception possible m'a déterminé à ne pas publier les recherches que 
j'ai faites dans cette voie. 
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1...5 

iG 

■ 0. 9 


- 1.64 

- 40 
+ l.ai 


-(- 1.16 


. 1.8j 

-- iS 

l.îî 


+ 2.57C 

- a88 

- 2.a88 


+ 2.ï56 


3.1089 

- 576 

- 2.51Î 


^ 4.8.9 
- .69 
+ 4.660 


+ 4.65Î3 


- 5.26Î3 

- i3îo 

5.13.Î 


+ »..Î36 


+ 9.4^95 



-foniKîOS présonte le caractère des racines toutes 

■! ■ iiioiitro que, pour la dernière racine, on a <• = 1 i 

: ■ .'■" est sensiblement égal à la correction du double 

|ii'eniiéres racines sont égales. Leur valeur commune 

■^ (!eu\ relations 



.,7*-'-^5.r3T3, 


a'x":.. 9.4^9. 


li.iilinn. On en 


1 déduit 


«»' -4.6565, 


Ioga:=o,i5o5, 


■ k.gnr^ 4,8172, 


«^.,4.^. 



'.mr fixer les signes, on substitue dans Féqualion mise 
'iiiciil que les racines sont 

■i-iiiple. — Je considère l'équation plus difficile pro- 
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Los autres doublas produits sont négligeables. La somme algébrique des 
t(Tmes (i) et (2) est 

Kn résumé, les termes A^_, et A^^., sont réguliers. Le coefficient A^, sans 
être régulier à proprement parler, n'est pas non plus entièrement irrégulier, 
le carré de ce coefficient subissant une correction de double produit égale 
à la moitié de ce carré, égale aussi au résultat de la correction. 

La mémo analyse s'applique à une racine d'un degré de multiplicité quel- 
concjue. 

3" Considérons rnjin un couple de racines imaginaires, — Soient a^ 
et a^^, ces racines de» module a^ et d'argument 0. Je les suppose séparées 
des autres : les coefficients A^_.< et A^^, sont réguliers; de plus, on a 

Ap=: ajaj. . .ap_,(a;,H- ap^_,) = 2a,a,. . .ap_,apCOSÔ. 

Pour le terme correspondant de la transformée, on aura 

\ i ; =: aajaî. . .aîcos2 0. 

Les angles 0, 2O, 2^0, ... varient rapidement, de façon à passer souvent 
d'un cadran à un autre. Aussi le terme A^ cliange-t-il souvent de signe. 
C'est là un trait caractéristique des racines imaginaires. 

Les relations précédentes, qui se vérifient exactement à partir de la trans- 
formée qui séparer les racines, sont seulement approchées, mais de plus en 
plus à mesure (ju'on approche de ccîtte transformée finale. Cela dispense de 
calculer les transformées suivantes pour constater que les caractères en 
question persistent. 

J(* vais maintenant donner quehpies exemples. 

13. Premier exemple. — A partir de la première transformée, l'équa- 
tion a une racine double. 
Soi! récjuation 

x^ — j"' — 2 j? 4- 2 = o. 

L(î calcul, disposé comme dans le premier exemple (n*^ 3), est fait éga- 
lement avec la règle à calcul. 



= ii,4o79 
= i9,63i4 

(les égalités (i) : 



-. ji- dois substituer les valeurs 
~ la forme (n- 2) 



I )<■ plus, le produit des trois ra- 
1 est positive et l'autre négative; 
i\t'. On a donc finalement 



d'imaginaires, on déduit des éga- 

log(j')"' 1=8,6235 

[Ogs :zi 0,0168 



i)l)lenir d'abord cosG/iO et cosï5G(d 



log î"* = 4,3117 

log3i"*cosaj6(o = -H 4 1^356 



log cosa56ai = + 1 ,6329 

356(.) — âïo.a + A'. 



es, je place le signe du nombre devaot sun 
ision, puisque le signe du logarilhme porte 
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posée par Fourier (*), 



j^'— o.x^— 3x'-h 4^* — 5j7 H- 6 = o. 



.réparfTiio au loclour le ealcul des cinq premières transformées; il reste : 

T\ X*. -T». -F'. XK X*. X\ X*. 



v." -h 1 


<> 


— 2 





- 3 


-4- 4 


— :> 


H- C> 


2» 


i 


— 2 


— 2 


-h 29 


- 14 


23 


H- 36 


V2 


-h 1.20 


-+- 1.78 


-4- i.5'| 


H- 2.589 


-f- 3.1386 


-4- 3.1537 


-h 3. 1^96 


.>••» 


- 2.244 


— 3.5IO 


— 4.366 


-+- 5.385 


-t- 5.a5o 


— 6.123 


-H 6.1680 


'>> 


- 4.494 


-r- 7.446 


- 9.247 


-+-11.1534 


-t-11.886 


+11.674 


+12.2822 


Jt* 


-f- 9.7.35 


-+-15.>.233 


-18.751 


-^22.2797 


-1-23.564 


-24.4556 


-+-24.797 



18.5">2 —30. 498 -»-37. 564 -h44 784 -+-47.3i8 +49.2073 
15. 4 +28. 4 —38.1250 +41. 9 +47.256 —48. 900 
—22. » +33. » —40. » —44. » 



2« +1 +I8.5516 +30. 5o2 -37. 686 +44.785 +47.574 +49.1173 +49.635 

+ 1 + 2.732 + 4.1495 + 4.809 

+ 5.536 + 8.2335 

— 4.299 — 8. 1184 



5.5o6 + 8.io5 + 9.65.1 

11.256 +16.1 102 
■8. 2 —15. 662 



2^ -1-1 +11-2558 +15. 440 +i9.4'Ji8 

Va\ regardant les signes des transformées successives, on voit que les deux 
premières racines sont réelles, le couple suivant imaginaire; la racine sui- 
vante réelle et le dernier couple imaginaire. Les cinq premiers termes de la 
transformée 9," donnent les modules séparés des quatre premières racines; 
les derniers, à partir de x*, forment une équation du troisième degré. J'y 
ai ramené à Tunité le coefficient du premier terme j?'; puis, pour séparer la 
racine réelle des deux autres,j'ai poussé jusqu'àla transformée 2*. On déduit 
de là, en désignant par a, [î, y les racines réelles, par re'^j se'^ les racines 



(*) Traité de la résolution des équations numériques, page 111. 
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0.2I 



• • 



imaginaires. 



=n- 18,7416 



logc"^ 



=zl 1,4079 



(0 



log(a6)** =-1- 80,7007 log2(c5)"*cos256a)=: i5,6435 

Iog2(a6r)"cos640 = — 37,8363 log(c5*)'" =19,6314 

log (a br^y^ =4-44,8949 

Voici d'abord le calcul des racines réelles déduit des égalités (i) : 



(^) 



/ 64loga = 18,7416 loga = 0,2922 a = 1,960 . 
' 641og6 = 11,9591 log^ =0,1869 ^ = 1,538 
( 256Iogc =11 ,4079 loge =0, 045 1 c =1,109 



Pour déterminer les signes de ces racines, je dois substituer les valeurs 
obtenues dans Téquation proposée mise sous la forme (n° 2) 

vr(a:*— 2x^— 3j:* — 5) 4- 4 «2:^' -H 6 = o. 

D'après cela, y est visiblement positif. De plus, le produit des trois ra- 
cines étant négatif, une des racines a ou ^ est positive et l'autre négative; 
c'est visiblement la première qui est négative. On a donc finalement 



(3) 



« = — 1,960, p= H- 1,538, 



7=4-1,1 



09, 



Pour les modules des deux couples d'imaginaires, on déduit des éga- 
lités (i) 

I log(r*)"=i4,i942 log(5»)««= 8,6235 

(4) l logr = 0,1091 log.ç =0,0168 

\ r = 1,286 5=11,039 

Veut-on les arguments? On peut obtenir d'abord cosG/^|0 et cos25G(o 
ainsi 



log r«* — 7,0971 


log s*-'^ 4,3117 


10g2/*«^ 4-7,3981 


10g25"* =4-4,6127 


log2/'®* COS64Ô — 7,1 356 


IOg2 5''^*COS256GJ 4-4,2356 



log cos64 =1—0, 7875 



64^ = 56% 1 4- 180» 4- A*. 860° 



Iogcos256co =4-1,6229 

256 Cl) = 65**, 2 4- k\ 860** 



(1) Conformément à un usage des astronomes, je place le signe du nombre devant son 
logarithme. l\ ne peut pas en résulter de confusion, puisque le signe du logarithme porte 
toujours sur la caractéristique seule. 
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Pour lever l'indécision qui résulte des élévations au carré répétées, on 
peut remonter les transformées successives jusqu'à l'équation proposée en 
écrivant chaque équation sous la forme (n^ 2) 

et y remplaçante^ par la dernière valeur obtenue. Dans l'exemple actuel, 
où le nombre des couples d'imaginaires ne dépasse pas deux, on peut encore 
s'adresser aux relations entre les coefficients et les racines, savoir 

I a -h (3 -h y -f- 2/-COS0 -f-a5C0SCi) =o, 

/ \- O -\ h a/'"-* C0S9 -H 2.Ç'' COSW = -h p^ • 

\ a p y 6 

(.)n en tirerait les valeurs de et de co. 
On obtient 

(7) (/z=59",95, (., = 72°, 87. 

L'équation proposée est complètement résolue par les formules (3), (4) 
t(7)- 



O 



15. Troisième exemple : 

(1) x^-f- 4, 002 j:*' 4- i4)Oi8oiuF'-h 20,o38o2^ ■+- 25,07006 =:o. 

Voici le calcul de la transformée 2' de cette équation : 



X*. 



9.7 



-+-I 



U* -hl 



œ*. 


x'. 


j". 


X*. 


-45.'2'>.34 

-f-90.499 
-90.3904 


-h 9O.19V2 

-hl80.38i 
-180.351 
-f^l35. » 


-134.785 

-h 269. 616 
269.483 


-+-179.I236 
-4-358.1528 


-+-90. 1086 


-4-179. 3o 


-4-269.133 


-f-358.i528 



Les signes ( — ) des coefficients de x^ et x\ dans la transformée 2^, 
prouvent que l'équation proposée a deux couples de racines imaginaires. 
D(! plus, l'induence des doubles produits ne manifeste aucune tendance à 
disparaître dans le terme en x*^. Le premier couple n'est donc pas près d'être 
séparé du second (n° 8). Nous devons regarder les deux couples comme 
ayant le même module (n"7). Dès lors, pour résoudre l'équation proposée, 
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je ramène d'abord le module des quatre racines à Tunité en les divisant par 

leur module commun r = y/^SjOyooS (n® 10). 
J'obtiens la nouvelle équation 

(2) 7*-i-i,7885j'-h2,7997y*-M,78857H-i==o. 

Appliquant la méthode des équations réciproques (n*^ 10), je groupe les 

termes équidistants des extrêmes, je divise par y'^ et je pose y -\ — = ^; 
il vient pour l'équation résolvante 

(3) 5* -h 1,78855 -h 0,7997 =:0. 

A une racine re^' de l'équation (i) répond la racine e^' de l'équation (2), 
et la racine z = e^^ -\- e~^^= 2cos0de l'équation (3). Or cette équation (3) 
a une racine double, car on a 

— = -h 0,894 25 

4- = + 0,79968 
7 = -»-0)7997 



On a donc, pour l'argument commun des deux couples de racines, 



_„1 P__ 

= 1800— (63°26'3o''). 



cosO ■= — =: — 0,44712, logcos0 = — I ,65o42, 



Ce n'est là, en réalité, qu'une approximation; les racines ne sont pas ri- 
goureusement égales ; leurs valeurs, connues a priori, sont 

— 1,001 ±: 2,oo3v/ — I» — 1 , 000 ±1 2 , 000 ^ — I , 
d'où l'on déduit pour les arguments 

800- (63«»26'47'), i8o«— (63«26'5''). 
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§ IV. — Méthode d'approximation. 

16. Soit a la valeur approchée, réelle ou imaginaire, obtenue par une 
première application de la méthode de Gràfle pour une des racines dis- 
tinctes ou non de Téquation 

(i) G =/(.r) — Aox'" H- A, J-"»-» -+-... -h A„,. 

(]ettc valeur suffit, dans la plupart des cas, aux ingénieurs et aux physi- 
ciens. Mais, comme il n'en sera pas ainsi dans toutes les recherches, il im- 
porte de donner une règle mécanique, un moyen sûr et rapide d'obtenir 
une valeur aussi approchée que l'on veut, sans qu'il soit nécessaire de se 
préoccuper de certaines conditions théoriques, comme dans la méthode 
de Newton, par exemple. 

Je pose 

il vient 

-s -m 

(3) «=/(« + c) =/(a) + ^/'(a) + -!-/'(«)+.. . + ^f'H»)- 

On verra que cette équation est toujours très facile à résoudre, avec 
telle approximation que Ton veut; qu'on sait toujours à l'avance exac- 
tement quel est Teffort à faire, (piels sont les nombres à calculer pour 
n'exécuter aucun calcul superflu. iMais, comme la formation de l'équation 
en z serait difficile par la formule (3), il importe d'abord de donner pour 
cette opération un procédé pratique. Je reproduirai, dans ce but, l'analyse 
qu'a donnée D. Miguel Mérino dans son excellente exposition de la mé- 
thode de Horner ( * ). 

17. Méthode pour obtenir le développement de l'équation o =f{oL -h z). 
— Il s'agit de calculer, au moyen de a et des coefficients A de Téquation ( i ), 
les coefficients B de la formule 

Pour cela, dans la formule (4), je remplace z par sa valeur x — ol tirée 

(») Page 244. 
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V .1- la valeur 



r = — 3,048919 



■'xiiiinlion ne suffit pas, on négligera sculcmonl le premier 

I ;ill alors connaître z avec sept à huit chiffres exacts, en ré- 

iIkkIc de (jniffe l'équation du second degré obtenue. On 

■ -■■iisonn'nt de la Table de multiplication de Crelle. 

■dii' plus rapide de remplacer z par sa valeur approchée 

i-ri :;', ou bien encore de chercher la transformée en 

• U' l'équation (3) en négligeant le premier terme, enfin de ré- 

' >[i en », limitée aux deux derniers termes. Dans cette deuxième 

n.-(lcr, la méthode coïncide ici avec celle de Newton. 

I \ l'an calcul, en se bornant à chercher trois chiffres pour u. 

iiiires de l'équation (3) ont été divisés par lo'. Les calculs 

hanches do trois chiffres (système à base 1000) avec les 



<,9.S 




+ a, 09 o;5 
- 99 




— 5,26 a5o 
+ 2.s5 69i 


î.9.5 




-1- a, 08 976 

- 99 


B| 


— 0,00 556 


4.915 

4.9,5= 


Bo 


+ a, 08 877 = 





uil pour u, évalué en unités du premier chiffre cherché, 
a, 66 (Règle à calcul). 



208,877 
ainsi pour x 



-3, 04 8 



366 



-3,04891 734 



de bien remarquer que tout ceci n'est pas un résumé des cai- 
en supprimant les opérations fastidieuses : c'est la reproduction 
11 calcul même, sans omettre un seul chifirc. 



i 



'-(-ao,9o;,.; - 

ine premiii r 
en blanr i-i I 
t chi'fxh.- 
un CD.;///. 
'isièiiir liL 

le pn.l 

di-ur r 
drrni- 
il.- h 
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-cendante dont le premier membre 
iable. 
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déréc; donc ce terme n'influe pas non plus sur le calcul des racines à Tap- 
proximalion demandée. L'équation, ainsi limitée au terme de degré w, 
pourra être résolue par la méthode de Gràfl^e. Les calculs se font ici en 
commençant par les termes de degrés les plus faibles. On s'arrêtera à la 
première racine qui se trouvera sortir du cercle donné. 

Ce qu'on vient de dire s'applique évidemment au cas où/(x) n'est holo- 
morphe que dans un certain cercle, pourvu qu'on ne cherche que des ra- 
cines comprises dans ce cercle. 

23. Application. — Calcul de t:. — Soit à trouver, à l'approximation 
de la règle à calcul, la racine comprise entre o et -; de Téquation 

(i) - = sinvT. 

A l'avance on sait qu'on doit trouver ^ = ^- Cet exemple servira donc, 

en quelque sorte, de vérification à la théorie; il montre aussi comment la 
méthode de Grafle fournit une infinité de manières de calculer le rapport 
de la circonférence au diamètre. L'équation (i) s'écrit 



I j?' o'* ^^ 



(i) - ^=x -ç- H -z—r- cos 9x; 

' 2 b I20 5o4o 

x^ est plus petit que i, cosOx également; donc, quand on opère avec la 
règle à calcul, le dernier terme est négligeable devant ^. Je chasse le déno- 
minateur 2 et je fais tout passer dans le premier membre. Il vient 



^* X* 



(3) oz=z,-2a:+y-g^. 

Je réduis les fractions en décimales et j'applique la méthode de Grafle, 
en ayant soin de pousser aussi loin que possible un calcul nécessaire d'une 
colonne et de ne faire un calcul à une colonne suivante que s'il est nécessité 
par le calcul d'une colonne précédente. De cette façon on évite des calculs 
qui seraient inutiles ici, puisque l'on cherche, non pas les cinq racines de 
l'équation (3), mais seulement la première. Voici ce calcul : 
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4 +0 + !.. 

o -+-0.I33Î 



M- 4 -t- 0.1333 + 1.1777 -t- Si 

+ l.i6 -I- 0.1777 

— a66G - i4a3 



+ i.i333 + 1.377 
+ 2.1777 



a> +1 -H 2.1770 

De la dernière transformée on tire 

81oga;=;5,75ao3, 
10537 — 1,71900, 
x = o,5336. 
Vérification : 

6x:=3,liil6. 

On le voit, le calcul se trouve plus précis que nous n'avions demandé. 

24. Caractères de supériorité de la méthode. — Application à l' As- 
tronomie et à la Physique. — L'artifice qui consiste à ne faire un calcul 
à une colonne que lorsqu'il est nécessité par une colonne précédente con- 
stitue le plus remarquable caractère de supériorité de la niétliode. Il rend 
en effet superflue, dans la pratique, la précaution, sî utile à la théorie, (!<■ 
(ixer d'abord le nombre des termes à conserver dans !a série. Par là on 
évite une perte de temps, un effort d'intelligence et le risque d'aller trop 
loin par une évaluation trop large. Mais, il y a plus. Voulons-nous mainte- 
nant la deuxième racine tî — tt de l'équation (i)? Il n'y aura rien à re- 
rommcncer. Tous les calculs exécutés pour trouver la première racine sont 
iK'Ccssaires pour chercher la deuxième. Il y aura seulement a ajouter des 
■rincs aux colonnes; peut-être des colonnes nouvelles? Mais toujours mé- 
;iiî<juement et à mesure des besoins, jusqu'à ce que le coefficient de x', 
\cnu régulier, fasse connaître la deuxième racine cherchée. 
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On prévoit aisément les importants services que doit rendre la méthode 
précédente en Astronomie et en Physique, où Ton rencontre des équations 
transcendantes, développables en séries. En Astronomie, par exemple, 
on résoudrait l'équation bien connue 

// — e sin u m nt 

par rapport à w, comme je viens de l'expliquer, en se bornant à la plus pe- 
tite racine. 

25. Extension de la méthode d* approximation. — Supposons qu'avec 
la précision définitivement demandée à la racine, la série puisse être limitée 
au terme de degré n {p? 22). L'équation s'écrira 

O =: Ao -h At J? -h A, ^* -h . . . -h A^x" . 

A cette équation algébrique, je peux appliquer la méthode d'approxima- 
tion du § IV ; mais il convient ici de commencer le calcul par les premiers 
termes, qui sont les plus importants, et par suite de calculer la correction 
qu'il faut porter à la valeur approchée de Vin\?erse de la racine. Par là on 
évite, comme plus haut (n^ 24), la détermination a priori du rang n où il 
faut limiter la série; car, dans la pratique, il suffira de s'arrêter quand on 
constatera que Tinflucnce des termes suivants disparaît. Si l'on se reporte 
à la notation et à la disposition de calcul qui précèdent (n" 18), on voit 
([u'il faudra s'arrêter dans le sens horizontal quand le terme A;»^, deviendra 
négligeable devant le produit par a du dernier nombre obtenu (*). D'après 
une remarque précédente (n^ 20), le calculateur peut aussi s'arrêter juste 
à temps dans le sens vertical. De cette façon, il n'exécutera que la partie 
strictement nécessaire des calculs. 

26. Application à l'équation ^ = sina:. — D'après le calcul précédent 
(n° 23) on a, pour la valeur approchée de x, 

cologa:=: 0,281 00, 
;^ =1,9099. 



(1) On peut se demander ce qui arrive quand on dépasse le terme A;, où il convient de 
s'arrêter, en supposant A,i^-i négligeable. Au lieu de l'équation /( a -+- z) = o qu'on aurait 
obtenue, on obtient, dans cette hypothèse, l'équation {z -h ol)/{ol -^ z) = o, laquelle admet 
les mêmes racines que la première. 
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Pour faciliter les calculs par la Table de Crelle, je remplace celte valeur 



par 



J'obtiens le calcul suivant dont la disposition est expliquée par ce qui 
précède (n"* 18, 19, 20); je cherche 9 chiffres à — : 



- 1. 333 333 333 33 o - a. 166 666 666 

3a8 3an + 3. gSS 827 666 + 18a S63 o84 



+, 


-2. 9 -1. 1719 -i- 3. 500433333 -H 3. 955827666 +3. i5 896 4i8 




-l- igr -H 3476a + 6311213 -t- 1206 397 Si ^ «3» 6oj 49 


-+-I 


-(-0.182 -!- 0. 33o 43 + 0.63i6 217 333 H- I.1207 353 3i -=- 1 . 23o 6îo 39 




-1- igi -+- 716 16 -y- aoo ■+■ 5iï -v- 1107 



- 0.373 + 1.1046 6 + 1.263 



o -i- 4. 396 8a5 396 o - 8. ii 117 

I- 3. 3o3 6ai 584 ■*■ '799 17a 7 +2. 118 343 564 -^ 226 0Î6 20; 

- 3. 3o3 6ai 584 ■+■ 3. 6ig5 998 i +3. iiS 3j3 564 + 2.225 gSi 090=1: 

44o4 8i9 4 -t- 84138422 1607 162 iS 

1. 4io5 i53 o +1. 84r446i7 -^ 2.1607 a"» 52 = B, 

- 2746 -+- 60a 



Deuxième correction : 



-¥■ 2.69a + 2.160 728 o5i -+- 2.225 981 090 

— 97 572 — 226 488 977 

-1-2.692 + 2.160 63o 480 —5. 507 8B7 



111. - Fac. de T. 



Q.34 K. CAnVALU). 

On déduit de ces deux corrections, pour -> 



a — -f-1,91 

z = — oi4i 

// nz -h 3 1 6 



-— 1,909859316 

Cette valeur doit représenter -; si donc on la divise par (>, on doit re- 



trouver la valeur connue de -• On obtient, en effet, 



7: 



-î- i--o,3i8 3oq886~ - 
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§ VI. — Application à la Physique. 
Détermination du rapport 6 = — ^ des coejjficients d* élasticité de Lamé, 

27. Résultats de la théorie de Kirchhoff sur les tnbrations d'une 
plaque circulaire (')• — Les lignes nodales qui correspondent à un son 
quelconque de la plaque sont des cercles et des diamètres qui la divisent 
en portions égales. Le son fondamental répond à 2 diamètres et o cercle. 
Dans les autres cas, on obtient des harmoniques. Soient 

n le nombre des nœuds diamétraux ; 

m le nombre des cercles ; 

i^;,^,„ le nombre des vibrations correspondantes à /i et m. 

Pour calculer v au moyen de /î, m et des constantes physiques de la 
plaque, on a la formule suivante 

où Ton représente par 

2 £ l'épaisseur de la plaque ; 
/ son rayon ; 

q son coefficient d'élasticité ; 
p sa densité; 

= — le rapport des coefficients d'élasticité de Lamé; 

xl^^^^ le carré de la (/w 4- i)'^™« des racines de l'équation 

dans laquelle on a 

; I -h 9. {? 

(3) 

\ *"" 1 .2.3. . .A- X (// 4- i)(/i -h 2). . An -t- A') X (/^ -H i) (/* 4- 2). . .(// 4- 2 A' -f- 1) 

(*) Comptes rendus i t. XXIX, p. 753 ; 1849. 
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• 

28. Méthode pour* la détermination de au moyen des sons rendus 
par une plaque (*). — L'équation (2) est de la forme F(x, /i, 6) = o ; xl ^ 
est donc une fonction de 0, et cette fonction est variable avec n et m. Je la 
représente par/„^;„(0). On déduit de l'équation (i) 

Pour les diverses valeurs de 0, 9,t^n(0) peut être calculé par les formules 
(i), (2), (3). On en dressera une Table. L'observation du son fondamental 
rendu parla plaque et de l'harmonique (/i, m) fait connaître v.2,0 et ^«,m- 

Entrant dans la Table avec l'argument -^^ = ?rt.m(0), on en déduit 0. En 

observant de nouveaux harmoniques, on a autant de vérifications. 

La résolution de l'équation (2) est, on le voit, fondamentale dans la 
méthode. Je vais donner cette résolution pour = i, n = o, en me limitant 
à deux racines. 

29. Résolution de l'équation du problème dans le cas = i, /i = o. 
Je [)Ose X* = X et je ramène le premier coefficient à l'unité. Puis je rem- 
place les coefficients par les valeurs numériques particulières au cas actuel. 
Enfin, j'applique la méthode de Graffe. J'obtiens le calcul suivant pour les 
transformées : 

X». 

•2© -M 



7J 



V. 


X». 


X'. 


X*. 


X». 


— 1.5966 


-h 3.957 


— 5.A8i8 


-+- 8.264 


—11. 1004 


;- ï. 356 


H- 6.916 


^10.811 


-^16.697 




- 2. 19 


- 5.341 


-ÏÔ.5o6 


-16. « 






H- 8. 5 


-hU. 12 


» 




-r- ï. 337 


-f- 5.5755 


-hl0.3i7 


H-16. » 




-:- Î.II36 


-f- 9.33i 


-4-2Ô. » 






4. 1 


—10. -21 


u 








-1-16. » 


M 







2* -t- Î.II35 -+- 9.3io -f-20. » 

Les deux premières racines sont visiblement séparées entre elles et des 



(*) Comptes rendus, toc. cit., et Notes de M. Mercadier, 11 et 25 juillet, i*^ août 1887 
et 2 juillet 1888. 
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'^. On en conclut 

Xi* = (^J)-» = + î,ii35; 

81og(— j-j =5,iiooo 
8log(;r;xî)=8,5o8 64 

8log(^^) =6,6i864; 



8 



10. (^.) = 



:=z~h I ,055c 



81og 



I 



•^O 1 



= -+-9>^9' ^' 



i»dj! 



=1=0,827 33 



' sultats. — On obtient ainsi le nombre écrit on caracl 
al)l(\ui ci-dessous. Ce Tableau, tiré du Mémoire de Kirc 

\ a leurs de -f^ = 9//,m(0) pour diverses valeurs de n e 

y et = I. Toutes peuvent être obtenues comme la pr 

■Mcau : 

Valeurs de (^n,m{^) pour = J et 6 = 1. 



n 



e = 


1 

n = a. 


n — 3. 




e = 


1. 
n — a. 




f - 1. 


n -- 0. 


n = I. 


n 


X) 


1 ,000 


2,3l2 


00 


00 


1,000 


a 


\ . 703 


6,.îo3 


9,645 


1,7^8 


3,907 


6,711 


10 


>.8}8 





» 


7,334 


11,400 


» 





'^i'^' ?/i,m(0) pour les valeurs de 6 intermédiai 
Irouve pour le premier harmonique (/i = o, 



0,6 • 0,7 



0,8 



0,9 



1,639 1,663 1,685 1,706 



inbres intermédiaires par interpolation 
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des deux extrêmes, on trouve les nombres 

1,6 1 3 i,<)36 1 ,65() i,G8-.i 1,70.5 ï,728 

qui coïncident avec les précédentes à Tcipproximalion du calcul. (]ctte 
approximation est largement suffisante dans la question qui nous occupe. 
On peut donc se contenter de cette interpolation, et le Tableau de Kirch- 
hod* suffit à résoudre le problème de la détermination de par Tétudc des 
placpies vil)rant<'s. 
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INTRODUCTION. 

Dans une branche de la Géométrie qui touche aux points les plus essentiels de 
toutes les autres, et dont le développement a été un des termes de l'évolution de 
la Science pendant toute la première partie de ce siècle, il semble bien difficile de 
donner avec certitude le nom de l'inventeur. C'est à Pliicker que Ton attribue 
généralement la gloire de cette invention, et cependant ni l'idée des congruences 
de droites, ni même celle des complexes n'ont reçu de lui leur première consé- 
cration. Tout le monde reconnaît que les propriétés des congruences remontent 
aux premières recherches d'optique géométrique; mais, pour ce qui est des com- 
plexes, on paraît trop disposé à oublier que Malus les a conçus le premier dans 
son Traité d^ Optique y et qu'il est parvenu dans ce sujet à une proposition capi- 
tale, mentionnée ultérieurement par Chasles dans son Rapport sur un intéressant 
Mémoire de Transon sur le groupement des droites d'un complexe en congruences 
de normales à une surface. Il est très remarquable que la proposition de Malus 
touche de fort près à un autre ordre d'idées, dont nous aurons occasion de parler, 
et qui a été développé d'une façon magistrale par M. Sophus Lie. 

On trouvera plus loin, dans la partie historique, les citations exactes qui cor- 
roborent les affirmations actuelles. Il n'en reste pas moins à Plùcker l'immortel 
mérite d'avoir entrevu le rôle de la droite dans la Géométrie et d'avoir, sinon 
III. — Fac, de T. I 



i,ji;>"t; droite; généralités. 1 

' ii'toro par dualilé aussi bien qiir 
'tu syslèmc Ep, par exemple, aura 
-i l'un Iradiiit le théorème de telle 
il ilans son (énoncé, la proposition 

'< '>, non plus par ses points ou ses 
l'ti' ainsi conduit à des propriétés 
..i.lliode. 

il<> de génération; elle est le lieu 
ni Lo II rue autour d'elle. PliJcker ap- 
Ic points, et axeia droite considérée 

\c dans tant d'acceptions, et, d'autre 

> nous ne trouvons pas d'avantage à 
■11' |>£;u qu'une droite soit considérée 

iiiiri'llementl'un et l'autre, et ce n'est 
'' ^1 établir une telle distinction; bien 
Ile reste indifférente à toute transfor- 
:r Piiicker tient donc plutôt à l'imper- 
' lilx'rer de la considération encoin- 

maire. Dans les travaux de M. Klein 
■ 1^ que l'on y rencontre sont dualis- 

rment par dualité en éléments iden- 
:i>ii dès le début, en définissant les 
' abord que nous nous écartons de 

'Tilrer, 

irLc à des coordonnées homogènen 
iiiiées d'un point x, et 



, -oront les coordonnées homogènes 
ilnt X et le plan Ç sont unis, c'est- 



iipcnt suivant une droite U, et 



l>lans menés par la droite D et par 
|i(>ur équations, en coordonnées 



\ 



r 
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struclioD, nous obtenons un nouveau mode de définition que nous caractérisons 
•en disant que la figure est réglée. La figure réglée vient donc se placer naturelle- 
ment à côté des figures ponctuelles et planaires. Mais l'avantage de ce mode de 
définition apparaît immédiatement si Ton observe qu'une droite a pour transformée 
une droite /?ar dualité aussi bien que par homographie; car il en résulte aus- 
sitôt que la transformée d'une figure réglée soit par dualité, soit par homographie, 
est une autre figure réglée, ce que Ton peut exprimer en disant que Vespace 
réglé se transforme en un espace de même nom et par homographie et par 
dualité, 

La théorie des figures réglées est donc en quelque sorte la suprême expression 
de la grande évolution géométrique inaugurée par Poncelet, Gergonne etChasles, 
c»t qui, bien loin de s'arrêter, tend au contraire à pénétrer jusque dans la géome*- 
trie transcendante. 

Tout théorème concernant une figure ponctuelle, planaire ou réglée, pourra s'ap- 
peler ponctuel, planaire, réglé. Il est clair que tout théorème non réglé donne 
lieu à une proposition conjuguée, à savoir celle que l'on en déduit par polaires 
réciproques. De là le nom de géométrie en partie double qui sert à rappeler 
l'habitude qu'ont quelques géomètres d'opposer à tout théorème non réglé son 
théorème conjugué. Par l'emploi des droites ce double énoncé disparaît, un seul 
suffit pour les deux propositions. On en verra bientôt un exemple dans la géomé- 
trie de la gerbe et dans celle du système plan. 

Pour rendre plus claire l'idée dominante de ce paragraphe, considérons unr 
courbe dans l'espace. On peut y voir d'abord un ensemble de points dépendant 
d'un paramètre, savoir les points de la courbe; on peut y voir aussi un ensemble 
de plans dépendant du même paramètre, à savoir les plans osculaleurs; enfin on 
peut y voir un ensemble de droites dépendant toujours du même paramètre, à 
savoir les tangentes de la courbe. La connaissance de l'un quelconque de ces trois 
ensembles suffit pour définir tous les autres au moyen d'opérations différentielles 
faciles à exécuter. Néanmoins, une étude approfondie des transformations géomé- 
triques a montré qu'il y avait lieu de les distinguer les uns des autres et de porter 
son attention, suivant les cas, tantôt sur l'un, tantôt sur l'autre, bien qu'ils 
soient, en fait, inséparables. Représentons donc provisoirement par Ep, E^, E^/ 
l'ensemble des points d'une courbe, l'ensemble de ses plans osculateurs et Ten- 
semble de ses tangentes. Si l'on effectue une transformation homographique, 
chacun de ces ensembles se transformera dans un ensemble identique E'|., E^, E^. 
Effectuons, au contraire, une transformation dualistique; E). se changera en un 
système E'^ et E^se changera dans le système Ep attaché à E^; mais, en revanche, 
le système E^ se changera dans le système E'^. Ainsi, il y aura cet avantage à 
définir les ensembles attachés à une courbe au moven de l'ensemble E^/ des tan- 
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/.2 ^- 7u7"= o 



it^*^ y<2, ÇlS, ^M, 5^34, ?42, g^23 Héet 

<|ue, grâce à la seule condition (8^ 
— qit^^ sont sur une même droite D 
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nouveau système de coordonnées q 
sidérée comme lieu de points. D'apr 
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courantes X,-, 









^ -4-/>J4X4 



= o, 
= o, 
= o, 
= o. 



Si l'on développe le déterminant nul 



o = A = 



on trouve 



(1) 



^ U b ^i 

^il "fit T^jJ ''i* 

(t U U ^ 

'il ^lî 'Js T^<* 



^ = '^(PïtPn^ PnPki-^ PihPii) =o. 



Prenons réciproquement six quantités /?{ 2, ^«3, /?i4, /?34, /?42j p-i^t liées par 
Téqualion (4)» et formons les équations (3) en convenant que /?*/= — piAy on 
vérifie par un calcul facile que les quatre plans (3), en vertu de (4)? se coupent 
suivant une même droite D; on vérifie encore fort aisément que si par cette 
droite on fait passer deux plans Ç, tj, le binôme (Ç/, t)^ — f[i\k) est proportionnel 
à piif. Donc, six quantités 



Pxit PiSi Piki Pn^ Pkii Ptzi 



liées par Téquation 

(>) 



PitPn-^PiiPk%-T-pikPi3= o, 



définissent complètement une droite par le moyen des équations (3), où il est 
entendu què/>A/ = — pij^. Mais nous devons hésiter encore à adopter ces six quan- 
tités p pour coordonnées de la droite à cause de Tabsence de tout caractère dua- 
listique dans la définition de ces quantités. Nous les avons en effet obtenues, par 
le moyen des équations (2) et (3), en regardant la droite D comme intersection 
de deux ou de plusieurs plans. 

Pour lever la difficulté, il suffira de faire appel à la définition corrélative. 

Prenons deux points x,y sur la droite : tout point de cette droite sera repré- 
senté par les coordonnées 

Zi = Ixi -f- myi, 

où /, m sont deux paramètres. Cherchons la trace de cette droite sur le plan 
ZoL= o; en posant 



(6) 



<rqa-Jpiyk—yi^Aj 



\\f. 1. — LES COORDONNÉES DE LA LIGNE DROITE; GÉNÉRALITÉS. 9 

I et Xj entre (1 a) et (12'): nous trouverons 

('■.,r,,— /■',,r„)X,+ (ru/-,,-r',,/-„)Xi = c., 
(/■«/■[, — ri, /■„)X,-t- (/■«/■',, — /■'„r„)Xi= o; 

lie rencontre, nécessaire et suffisante, est donc 

I — ('"ll'-ii — '■',ir„)('-,ar',, — /■',,r„) = o, 
l 

'■i'i{''iJ'"n— '■i4''l])-t-rî,(r',,r',4— r'^r',,) 
= — r,3\ on a ainsi 



l'i'ijiiution (i3) devient 

\os calculs supposent que ru et r',, ne sont pas nuls, hvpothèse sans impor- 
liitice. La condiiion cherchée s'écrira donc 

'lit '"u'-'n -*-r„r\j +''i*'"i» +Ot'"'ii "•"'■«''ij -'-'■«'■'n =0 

Miiis, si l'on se reporte à l'expression de u(/-), 

o>(r) = a(/-„/-,i + r„rn-(-rnr„), 

le premier membre de l'équation (14) peut s'écrire 

on représente généralement cette expression par le symbole 

la condition de rencontre s'exprimera donc par l'équation 

(i5) u,(r,r') = o. 

III. - Fac. de T. 2 
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on aurait, de môme, 



iroii 



Piiyi -^ puyi-^Puyk = o, 

Pu Ptz £n 



c'est-à-dire 



•^sJ'^—rs^* ^hyx—y^oi^x s^xy^—yi^i 
P\\ __ Pu _. /^j. 

de la troisième des équations (3) on tirerait de même que ces rapports égaux sont 
encore éeaux à — > ensuite qu'on a définitivement 

\ En z=^ En = £ii = En = £*! = £ll, 

' ^3* ^H <7t3 ^l« ^13 <7l*' 

et en rapprochant alors les formules (a) et (6), et en changeant un peu les coef- 
ficients de proportionnalité, nous écrirons 

/'18= P($i'i3— T),Ç3)= ^{xi^yt — y^xt). 

r3*=p(Ç3Tr,4— T)3 5v) = <y(a?|J^Î— ^iTj), 

^41= p(Ç*Ti,— T^vJ,) = (i(a;,^2— j^iars), 

cl ce sont ces quantités /v^, susceptibles d'une double signification, que nous adop- 
ti'rons pour coordonnées de la ligne droite; ces coordonnées vérifiant la relation 
quadratique 

(il) «»>('•) = îi(''lï'•3^-^-^3^4^ 4- r,4/-,3)= o. 

Cette forme quadratique a)(r) joue un rôle essentiel. Nous allons établir à son 
égard une proposition de la plus haute importance. 

o. Cherchons la condition de rencontre des deux droites r, t^ \ pour cela par- 
tons des équations (3), la droite r sera l'intersection des deux plans 

l '•i«X,-f-ri3X3-h/uXv = o, 
( — nîXi-+-r,3X3-hr,4X4=o, 

et la droite r' sera l'intersection des deux plans 



■ ("ait partie du 



ne toiilc droile d qui 
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Ainsi, si ron construit la forme polaire ci>(r, r') relatii'e à deux droites 
r, r% r évanouissement de cette forme exprime la rencontre des droites r et r' , 

Ce fait présenle la plus haute importance : grâce à lui nous pourrons désormais 
nous afirancbir de toutes considérations d'espace ponctuel ou planaire qui ne nous 
ont servi jusqu'ici que comme intermédiaires pour parvenir à cette forme quadra- 
tique ci> et à la propriété si remarquable de sa forme polaire. Tout ce qu^il nous 
suffit de retenir ici, c'est que si Ton choisit six quantités quelconques r,2, 'Na» 
^149 ^2k9 /**2) ''sai liées par l'équation 

co(r) = '2(r„r34-hr„r4t-i-rur,,) = o, 

une droite se trouve définie (peu importe pour le moment comment la construc- 
tion de la droite peut résulter de cette défînition) et que, déplus, la rencontre de 
deux droites r, r' s'exprime par V équation o){ry r^)= o. 

Il est assurément fort digne d'intérêt que celte simple notion de la forme co(/-) 
suffise, sans davantage préciser, pour édifier toute la géométrie réglée. 

6. Notre premier soin sera de donner une vue plus large sur cette forme co. Si 
nous exprimons les paramètres rn^ en fonction linéaire de six nouveaux para- 
mètres Xi 

rien ne nous empêche de prendre J7|, x^, . .., :re pour nouvelles variables, le dé- 
terminant de la substitution linéaire (i6) n'étant pas nul. Ces nouvelles variables 
seront liées par une relation quadratique homogène Ç(jt) = o, où la forme Ç(x) 
est la transformée de la forme w(r). 

Quant à ci>(r, r') sa transformée sera, d'après une propriété bien connue des 
formes quadratiques, la forme polaire Ç(a:, x'). Voici, au surplus, la démonstra- 
tion de ce fait. Soient (rjj, ris, ..., r2z)^ (''«2î ''«s» ""> ^'23) d^"*^ systèmes de va- 
leurs des r, et (xi, jtj, ..., x^)y (x\^ x[^, ..., x'^) les systèmes de valeurs corres- 
pondantes des X. Le système (x,-!- Xx,), (^2 + ^^'2)» •••» (-^e-f-^^'e) ^" ^ ^^^ ""^ 
arbitraire, correspondra au système (/•|2+ ^''la)» (''13+ ^''13)» •••? (''2s + ^''23), 
et l'on aura, par suite, 

CD(r-h Xr') = Ç(xH- Xa?'), 
d'où 

(17) u}(r)'^20j(r, r')XH-(i)(r')X«=Ç(ar)-i-2Ç(ar, ar')X -h Ç(ar')X«, 

et, identifiant les coefficients de X^, X, 1, on trouve, outre deux relations évidentes, 
la relation qu'il fallait trouver, à savoir 



iiiiijoiirs 
•j\''nl pas 
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coupe a et 6 ; cela ne se peut que si ces droites x sont dans le plan (a, 6), comme 
on le voit en prenant pour d une droite quelconque de ce plan ; de même, en pre- 
nant pour d une droite quelconque issue du point \a^ 6), on voit que toutes les 
droites (i8) doivent passer par le point (a, 6). Toutes les droites (i8) font donc 
partie du faisceau (a, 6). J'ajoute que, réciproquemenjt, toute droite du faisceau 
(a, A) est représentable par les formules (i8). En effet, prenons une droite d 
quelconque coupant une droite arbitraire z du faisceau (a, 6); il n'y a qu'une 
seule droite de ce faisceau qui coupe d (on ne suppose pas que d soit coupée par 
toutes les droites du faisceau), et cette droite unique c'est la droite s. Or, on peut 
déterminer X, [x, de sorle que x coupe d\ il suffit de vérifier l'équation 

\{x, d) = {(a, d)\ -4-Ç(6, rf)|x = o; 

il y a donc une droite (i8) qui coupe rf, et, comme toutes les droites (i8) font 
partie du faisceau, cette droite (i 8), qui couperet fait partie du faisceau, ne peut 
être que la droite s qu'on a prise arbitrairement dans le faisceau (a, b); donc 
toute droite du faisceau (a, b) est identique à une droite et à une droite unique 
du système (i8). 

En résumé, si l'on se reporte aux formules (i8), à toute valeur de /: [jl répond 
une droite du faisceau (a, 6), et réciproquemenl. Les formules (i 8) réalisent donc 
la représentation du faisceau plan (a, b). 

Mais il y a plus, puisque X: [x et les droites du faisceau se correspondent uni- 
voquement, c'est-à-dire puisque à une valeur de A:|jl répond une droite unique, 
et, inversement, puisqu'à une droite du faisceau ne répond qu'une valeur de X: [jl, 
il en résulte, conformément au principe de correspondance sous sa forme la plus 
simple, que, si l'on prend quatre droites a, p, y, o du faisceau et que l'on désigne 
par p, (T, T, \j les valeurs correspondantes de X: |jl, le rapport anharmonique 
(a, p, y, S) des quatre droites sera égal au rapport anharmonique (p, t, t, u) des 
rapports correspondants 

(«9) (3t, ?, T, o)=(p, 7, T, -j). 

Par exemple, les droites (Xrt|4- ix bi) et (Xa/ — l^-bi) forment avec les droites a 
et b un faisceau harmonique. 

8. Deux droites qui se coupent définissent un faisceau plan; trois droites qui 
se coupent forment un triangle ou un trièdre. Si elles forment un triangle, 
loute droite qui les coupe engendre le système des droites d'un plan (système 
plan). Si elles forment un trièdre, toute droite qui les coupe passe par leur point 
commun et l'ensemble de ces droites engendre ce que l'on appelle une gerbe de 
droites f c'est-à-dire l'ensemble des droites issues d'un point fixe. La géométrie de 
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CHAPITRE IL 

LES COMPLEXES LLNÉAIRES DE DROITES. 

l*AIt! et plan polaire. — Faisceaux du complexe. — Droites conjuguées. — Distribution «le»* 
pùles et des plans polaires sur une droite du complexe. — Corrélation normale d'un com- 
plexe. — Propriétés des droites conjuguées. — Polaires réciproques par rapport à un 
complexe linéaire. — Hcprésentation analytique. — Complexes spéciaux. — Invariant de 
M. Klein. — Droites conjuguées. 



13. Un complexe est dit linéaire lorsqu'il est du premier degré, c'est-à-dire 
lorsque, parmi les droites d'un faisceau arbitraire, il n'y en a qu'une qui fasse 
partie du complexe. Le cône du complexe se réduit à un plan, et la courbe enve- 
loppe dans un plan se réduit à un point (lieu de classe 1). De là ce double théo- 
rème : 

Les droites d'un complexe linéaires issues d'un point P engendrent un 
plan, qu'on appellera le plan polaire du point. 

Les droites d'un complexe linéaire tracées dans un plan passent par un 
point fixe *de ce plan, \e foyer ou pôle de ce plan. 

Il existe donc dans l'espace une infinité de faisceaux dont toutes les droites 
font partie du complexe; ce sont les faisceaux définis par un point et son plan 
polaire, ou, ce qui revient au même, par un plan et son pôle. Nous appellerons 
ces faisceaux \e^ faisceaux du complexe linéaire (*). 

14. On peut faire découler les propriétés du complexe linéaire d'une proposi- 
tion unique, dont la démonstration est des plus aisées. 

Considérons l'ensemble d'un plan U et d'un point O situé dans ce plan, le 
pôle (y du plan U est dans le plan polaire II' du point O. 

Autrement dit, si un point O et un plan II sont unis (voir n® 3), leurs corres- 
pondants polaires dans le complexe sont un plan II' et un point O' unis. En effet, 
la droite 00' fait partie du complexe, puisqu'elle passe au point O' et qu'elle est 
dans le plan polaire II de ce point; mais alors elle doit être contenue dans le 



(*) On peut comparer avec ce que nous appelons plus loin, dans le cas général d'un complexe 
quelconque, tes faisceaux du complexe. 
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fassent partie d'un complexe linéaire; considérons une eénrràir-.i-r ;. zi ^'Z:.i*l 
?\*lêmc, cl roil >'' ?a conjuguée: cette conjusuée est néce*§iirrr:i-7^: -n-: i -:r»* 
^génératrice 'lu même s\slênie que^v. En effet, toutes lesirénérilrîcirr -' •: :-":c*Ta', y. 
et. comme elles font partie du complexe, il fdut qu'elles coupent *''. Ni-is pir^-- 
noiis ainsi à ce résultat que, si une qiiadrique est engendrée f»ar de- •iri-iires -' : li- 
sant partie d'un complexe linéaire, les génératrices du second sxstrme s^ îr •■^'.-r: 
a-s-ociées deux à deux en couples de droites conjuguées. Nous doon-er^i-r^s î «:r^-r 
quadriques le nom de qundruiues du complexe. 

r;ii-*ons. en terminant ce numéro, les remarques suivantes : 
Nous avons supposé, au début, que la droite ^ ne faisait pas partie du compl-fx?. 
Si elle ap[iartient au complexe, elle est à elle-même sa propre conju;;:uêe. car elle 
est le lieu des pôles de ses plans et l'enveloppe des plans polaires de ses p'«.»;nts. 
Si une droite d ne fait pas partie du complexe, il est impossible qu'elle roup*- 
sa conjuguée dl \ car. si P était le point de rencontre, tout pldn mené par *./ auriit 
son pôle au point P, et la droite d^ passant par P et tracée dans ce filan. t'er.iît 
partie du complexe. 

l'i. Considérons quatre plans H,. II^. H,, II^ menés par une droite ne faisant 
pas partie du complexe, et soient P,. P,, Pj, P^ les pôles de ces plans. On obtient 
ces pôles en coupant le faisceau des quatre plans par la droite rf*, conjuguée de ?/. 
\jt rapport an harmonique des quatre pôles est donc égal à celui des quatre 
plans. 

Il est intéressant de démontrer que celle proposition s'étend encore au cas de 
plans passant par une droite appartenant au complexe. 

Soient, en effet, d une droite du complexe et a. a' deux droites conjuguées ne 
coupant pas d. Considérons la quadrique engendrée par une droite x s'appu\ant 
sur <T, a' et d. Cette quadrique sera une quadrique du complexe, puisque x coupe 
les droites conjuguées a et i/ . Menons un plan II par la droite d\ ce plan coupe 
la quadrique, outre d^ suivant une génératrice x qui vient coupera au point de 
contact P du plan II avec la quadrique. Mais il passe en P deux droites du com- 
plexe contenues dans le plan II, savoir d et x. Donc P est le pôle du point II. De 
là cette conséquence : le pôle d*un plan mené par d est justement le point de d 
où ce plan est tangent à la quadrique. 

Mais on connaît le beau théorème de Chasles sur la distribution du plan tan- 
gent le long d'une génératrice rectiligne d'une quadrique. Le rapport anhar- 
nioniquc de quatre plans menés par celte génératrice est égal à celui des quatre 
points de contact de ces plans avec la surface. 

Il résulte donc de ce théorème, joint à la remarque précédente, que siy par une 
droite d d'un complexe, on mène quatre plans, le rapport anharmonique 
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des pôles de ces plans est égal à celui des plans eux-mêmes. D'après ce théo- 
rème, tout complexe linéaire définit sur chacune de ses droites une correspon- 
dance homographique entre les points et les plans de cette droite (*). Une telle 
correspondance se retrouve fréquemment dans les figures réglées, et j'ai cru utile 
de lui attribuer un nom spécial, celui de corrélation anharmonique ou simple- 
ment de corrélation. 

Nous pouvons donc dire que tout complexe linéaire définit une corrélation sur 
chacune de ces droites, à savoir celle qui relie un point de la droite à son plan 
polaire; et, pour distinguer cette corrélation de toutes les autres que Ton pourrait 
imaginer sur cette droite, je lui donnerai le nom de corrélation normale du 
complexe (^). 

16. Dans les numéros précédents, nous avons vu qu'un complexe linéaire 
fournit un moyen de transformation dans lequel un point a pour transformé un 
|)lan, un plan un point, et une droite une autre droite. Nous allons étendre celte 
remarque et obtenir ainsi un résultat qui offre de l'importance à plusieurs points 
de vue. 

Rappelons tout d'abord ce théorème, démontré au n" 14 : 

I. Si un point O et un plan II sont unis, leurs éléments correspondants 
sont un plan W et un point O', unis eux aussi. 

Voici d'autres théorèmes où figurent les droites : 

II. Si une droite d passe par un point O, sa conjuguée d' est tracée dans 
te plan W polaire de O, et réciproquement. 

Ce théorème est une conséquence immédiate de la définition des droites con- 
juguées. 

III. Si deux droites a et b se coupent , leurs conjuguées a', b' se coupent 
aussi. 

En effet, puisque a et 6 passent par un même point O, leurs conjuguées a', //, 
en vertu du théorème précédent, sont dans un même plan II, polaire de O. 

Il résulte immédiatement de là qu'aux droites d'un faisceau correspondent les 
droites d'un faisceau; à tous les plans et droites menés par un point O corres- 
pondent tous les points et droites tracés dans le plan II', polaire de O. 

Nous avons déjà dit que l'on donne le nom de gerbe à l'ensemble des plans et 



(') J'appellerai dorénavant /)/a/i d*une droite tout plan mené par cette droite. 

(') On verra plus loin une extension de cette notion au cas d'un complexe quelconque. 
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des droites issus d'un point, et de sjslème plan à l'ensemble des points et de-^ 
droites d'un plan. On peut donc dire qu'une gerbe a pour figure correspondante 
un système plan, et inversement. 

Considérons généralement une figure ^ composée de points, de droites et de 
plans, en prenant les éléments correspondants de tous ceux de la figure -f, on 
engendrera une figure ^\ que nous dirons être la réciproque de cf. Aux points 
en ligne droite de .f correspondront des plans de J' passant par une droite, et 
inversement; aux droites issues d'un point les droites d'un plan, et inversement: 
aux plans menés par un point les points d'un plan, et inversement, etc. 

A un polyèdre <J? correspondra un polyèdre fjf' dans lequel : i" les arêtes seront 
conjuguées des arêtes de ^î\ 2" les sommets seront les pôles des plans des faces 
de ^£; 3° les plans des faces seront les polaires des sommets de ^. 

A une surface S non développable de la figure ^ considérée comme lieu d'un 
point O répondra dans J' une surface S' définie comme enveloppe du plan II', 
polaire de O, et le point de contact O' de II' avec la surface S' sera le pôle du 
plan n tangent en O à la surface S, en sorte que la surface S' est aussi le lieu des 
pôles des plans tangents de S. On pourra encore remarquer que le faisceau des 
tangentes à la surface S au point O a pour réciproque le faisceau des tangentes 
en O'à la surface S'. On peut donc définir encore la surface S' comme l'enveloppe 
des droites conjuguées des tangentes de la surface S. 

Soit encore une courbe C, que nous pourrons définir soit comme lieu d'un 
point O, soit comme enveloppe de la tangente d en ce point, soit comme enve- 
loppe du plan n osculateur en O. Le lieu du pôle O' du plan II est une courbe C: 
considérons trois plans osculateurs à la courbe C, II, II,, lia infiniment voisins, et 
soient O', O',, O'^ leurs pôles, qui sont trois points de C, le plan de ces trois 
points est le plan osculateur en O' à la courbe C, et il a pour pôle le point d'in- 
tersection des trois plans H, II,, II2, c'est-à-dire le point O. 

On pourrait donc encore définir la courbe C comme l'enveloppe des plans 
polaires des points de la courbe C. 

Enfin, prenons deux points voisins 0,0, sur la courbe C, la droite rf, ou OO,, 
a pour polaire l'intersection cP des plans H', U\ , polaires des points O et O, , et qui 
sont deux plans osculateurs voisins delà courbe C. La droite rf' est donc tangente 
à la courbe C. De là ce théorème qui implique une troisième définition de la 
courbe C : 

Les polaires d' des tangentes d d'une courbe gauche C enveloppent une 
courbe gauche C. 

C'est ici le cas de rappeler les distinctions faites à la fin du n° 1; il est clair 
que, si l'on considère les systèmes Ep, En, Ej de la courbe, ils se transformeront 
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L'rnsemble des droites qui coupent une droite fixe z forme donc un complexe 
linéaire. Mais on s'aperçoit aisément que ce n'est pas là le complexe linéaire le 
plus général. Identifions, en effet, une fonction linéaire quelconque des x avec 
io(z,jr); nous aurons 



ôto Oto Oiij Otsi 

uJS\ (t-Z^ V'*'3 v^ç 



A| Aj Aj Ag 

On tirera de ces équations linéaires en Zi, Z2^ . . ., ^o 'es valeurs de ces quan- 
tités, ou plutôt de leurs rapports, et, en portant ces valeurs dans to(3), cette 
forme deviendra une forme homogène quadratique en A|, A2, . . ., Aa, 

celte forme Û(A) est la forme adjointe de la forme iû(z). 

Si donc les Zi sont les coordonnées d'une droite z, il faut que Û(A) soit nul. 

Si U(A) est nul, les valeurs des zi tirées des équations (3) sont, d'après (4). les 
coordonnées d'une droite, et cette droite, d'après les équations (3), est coupée 
par toutes les droites du complexe linéaire 

On donne le nom de complexe spécial à un pareil complexe, et la droite z 
en est appelée la directrice ou encore Vaxe, Mais, le mol axe ayant été emplové 
avec tant d'acceptions dans cette même théorie des droites, le mot directrice 
paraît préférable. 

I^orsque l'expression Û(A) n'est pas nulle, le complexe linéaire ne possède pas 
de directrice; mais la considération de la forme Û(A) n'en demeure pas moins 
intéressante. M. Klein l'appelle Yinvariant du complexe. Ce nom d'invariant se 
justifie par la remarque suivante : 

Si l'on effectue sur les variables Xi une transformation linéaire, les coeffi- 
cients A| d'une forme linéaire de Xi se trouvent transformés, comme on sait, 
par la transformation réciproque, et la forme Û(A) est ce que Ton appelle un 
contreK'ariant de la forme o>(^); ce qui signifie que Û(A) se reproduit, multipliée 
par une puissance (la seconde) du déterminant de la substitution directe. 

Si, par exemple, on a ramené la forme w(jr) au Ivpede Pliicker, 

la forme Û(A ) sera la suivante : 

1>(A) = 2(Ai Av-^ AjAs-H AjAc). 

Si, au contraire, on a ramené, comme nous verrons que l'a fait M. Rlein, la 
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i if'rrs là TrSs^T-^'ir -irji fiîtr quelief •l«>i\erit «r f'-iair-r à deux 

Trouver drOX qîiiûtil»:* /. \l. iK.ir^ qur 



. .-s i-.-:; ;:•: -• . .r 



■« I 



= / - — i "j 



L\ pn nj V :.?- q .. e '/..// i ... . ^on t le? c t>..r'J vd née ? d * u ne •Iroi te . or: tro ■- 's e ri 



■« I 



•_,--,.-. =0 



.-•» 



.« I 






en -ï^ •KfUveDaol qae 'j j = .,.. On a d'aîlleur? 



•^ ' — - I = Lf A 

•J.\ 



•.'A 



il \ient donc 






f; 



li A — >1A;-. =->. 



'>îUe équation fait connaître /.. et le? équation? j fourniront le? C'>jri:~- 
née? de la droite </ conjuguée de j. 

Ce calcul ?u|ipo5e que lA/j, n'est pas nul. cesl-à-dire que z ne fait pa? par::-; 
du complexe. 

La torme ?\ métrique de? équation? ■ j ' met bien en éTÎdence la réoipir>:»cilr de' 
droite? j et ii. 

I! ?erait facile, en partant de? formule? * b u de trouver uncr démon?tFalion iïZr- 
hrique de? diverse? propriété? de? droite? conjuguée? déjà établie? géouàêtrique- 
inent: nou? lai?son? ce ?oin au lecteur. 
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rft» = L- rfZ . 



oU 



VOi2 
-=.- 7.(1 . on a donc 
^m dZ 



OZ ffut 



et par suite dou? avoo^ bieci 



a — ■ • 

ox 
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